


El Instituto Interamericano de Cooperacion para la Agricuitura (1ICA) es el organismo especializado
en agricultura del Sistema Interamericano. Sus origenes se remontan al 7 de octubre de 1942
cuando el Consejo Directivo de la Unién Panamericana aprobé la creacion del Instituto
Interamericano de Ciencias Agricolas.

Fundado como una institucion de investigacién agronémica y de ensefianza de posgrado para los
tropicos, el 1ICA, respondiendo a los cambios y las nuevas necesidades del Hemisferio, se convirtié
progresivamente en un organismo de cooperacion técnica y fortalecimiento institucional en el
campo agropecuario. Estas transformaciones fueron reconocidas formaimente con la ratificacién,
el 8 de diciembre de 1980, de una nueva convencién, la cual establecid6 como los fines del |ICA los
de estimular, promover y apoyar los lazos de cooperacion entre sus 29 Estados Miembros para
lograr el desarrollo agricola y bienestar rural.

Con un mandato amplio y flexible y con una estructura que permite la participacién directa de
los Estados Miembros en la Junta Interamericana de Agricultura y en su Comité Ejecutivo, el IICA

cuenta con una extendida presencia geograifica en todos los paises miembros para responder a sus
necesidades de cooperacion técnica.

Los aportes de los Estados Miembros y las relaciones que el |ICA mantiene con 12 Paises
Observadores, y con numerosos organismos internacionales, le permiten canalizar importantes
recursos humanos y financieros en favor del desarrollo agricola del Hemisferio,

El Plan de Mediano Plazo 1987-1991, documento normativo que sefiala las prioridades del Instituto,
enfatiza acciones dirigidas a la reactivacion del sector agropecuario como elemento central del
crecimiento econémico. En funcién de esto, el Instituto concede especial importancia al apoyo y
promocién de acciones tendientes a la modernizacién tecnolégica del agro vy al fortalecimiento de
los procesos de integracion regional y subregional.

Para lograr esos objetivos el |ICA concentra sus actividades en cinco éreas fundamentales que son:
Anélisis y Planificacion de la Politica Agraria; Generacion y Transferencia de Tecnologia;
Organizacién y Administracion para el Desarrollo Rural; Comercializacion y Agroindustria; y
Sanidad Vegetal y Salud Animal.

Estas 4reas de accion expresan, de manera simultdnea, las necesidades y prioridades fijadas por los
mismos paises miembros y los émbitos de trabajo en los que el IICA concentra sus esfuerzos y

su capacidad técnica, tanto desde el punto de vista de sus recursos humanos y financieros como
de su relacion con otros organismos internacionales.
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PREFACIO

Los articules sodbre metodologfa estadistica presentados en esta publica -
ciln, constituyen material de referencia de un Curso-Taller realizado por
la Secretarfa de Recursos Naturales de Honduras y el IICA a finales de
1982, dictados por los Ingentieros F. Omar Osorio y Edgar Lionel Ibarra;
dirigido a personal profesional del Programa Nacional de Investigacifn A-
gricola de la mencionada Secretarfa de Estado.

Posteriormente, en abril de 1984, se realizl también en Honduras el Semina
rio sobre Mtodos Estadfsticos Aplicados a la Investigaciln Cafetera, aus-
piciado por el Instituto Hondurefio del Café y el PROMECAFE. Gran parte del
contenido de esta publicacifn fue utilizada en dicho seminario, el cual tu
vo asistencia de t8cnicos de Investigacidn del IHCAFE y del Progrma de Ro-
ya de Guatemala; y fue dirigido por el Dr. Julio Henao (CATIE) y el Inge -
niero Bidgar Lionel Ibarra del IICA-Honduras.

_Por su utilidad, como material de consulta para investigadores aqrtmiu,
PROMECAFE realiza la publicacifn de esta 2da. edicifn revisada por los Doc
tores Gilberto Vegarano (PROMECAPE) y Pedro Ofioro (IICA), quienes han con-
tado para ello con el permiso de los autores.

Tegucigalpa, D.C. Septiembre 1987
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1.1

1.2

CONCEPTOS PUNDAMENTALES SOBRE DISERO DE EXPERIMENTOS

Ve
F. Omar Osorio

Totrodiccibh: al Disefio 'de Experimentos

Muchas definiciones se han dado al témmino experimento. Para
fnéstro propSeito entenderemos por tal un ensayo ffsico pla-
neado ocon el propSsito de confirmar o rechazar los resulta -
doodocpuimciuprwhsdoﬂltomthm&poﬁbhh
toma de decisiones.

Mcxpchwtoaphmconupcop&itodomm-
pmomamo-&mconstoa:iuﬁo, el investi -
gador Qecide quS empu'acionu de tztta-hnto produce la in-

formaciln a&v relevante al objeto de estudio. Se. conduce en-

tonces, un experimento, para probar hipStesis sobre diferen-
ciap entre tratamientos bajo condiciones comparables.

Para el estadfstico el experimento es un conjunto de reglas
usadas para inferir hacia la poblacifn bajo estudio. En es-
te ocontexto entenderemos por disefio mimtalu forma o
procedimiento por el cual se asignan los tratamientos a las
unidades experimentales.

_l_d‘ un Experimento
Para disefiar un experimento se deben doﬁ.n.tr claramente los
objetives; que pueden tomar la forma de preguntas que deben

~ de responderse o de efectos que deben estimarse.

Y

-



Es deseable clasificar los ocbjetivos en forma jerarqui_zadn,
especialmente cuando se acude al uso de disefios esperimen—-
tales gue dan mayor precisidn a algunas mcions que
a otras. ' R
79 ¢ Bl experimento debe suministrar datos qngpmitan diluci-

' dar un problema o decidan un curso de accibn; cpusecuente-
mente un buen disefio cxperinehtal solo xpsnltard de una co

' rrecta apreciacién del problema a ser resuelto;ningfn refi
namiento o té&cnica estadistica puede sustituir este aspec-
to, a pesar de que 1o que pueda decirse a favor de un co ~
rrecto andlisis de datos.

1.3 La Replicacibn y su Puncién

Cuando un tratamiento aparece mis de yna vez en un experi-
mento, se dice que el tratamiento se ha replicado.

La rei:licaci&x de los tratamientos cumple las siguientes

funciones : o

1) Proveer de un estimador del error experimental:

2) Mejorar la precisiCn de un experimento’ al reducir la des-
viacién estdndar del promedio del tratamiento;*

3) Incrementar el alcance de la inferencia de un experimento
al seleccionar y usar el nimero apropiado de unidades ex-
perimentales. ST

La estimacibn del error experimémtal, ‘es necesaria para efec

tuar las pruebas de hip8tesis y para® ‘@stablecer los interva-

los de confianza’ para los promedios. -

Un experimento en el que los tratamientos aparecen una gola

vez nos permite la estimaciSn del error experimental y por lo

* La precisifn, sensibilidad o cantidad de informacién se mide como el
valor recfproco de la varianza de la media. Sea I=informacidn; enton-
ces I=l/ 2

O .
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tanto hace imposible observar la diferencia debida al tra-
t-j.opto Yy la debida a la naturaleza de la unidad o parce-
la experimental. En otras palabras : gi no se posee un es-

" timador del error experimental, no hay forma de determinar

si las diferencias observadas son debidas a los tratamien-
tos O son una consecuencia de la variacibn inherente a la
unidad experimental. '

Cuando el nfimero de repeticiones se incrementa, los estima
4oxés e los promedios poblacionales se hacen miis preciscs.

En cierto tipo de céexhontoc, la replicacifn indica un al-
cance mayor de la inferencia estadistica, la muestra pobla -
cional es mencs restringida por definicifn y la inferencia
se veri favorecida, SupSngase que se Jesea determinar si e
xiste diferencia real en el comportamiento de dos cultiva -
£ e:8 en una 8rea donde hay principalmente dos tipos de sue
lo. 8i el objetivo del exporhento es realizar inferencias
para ambos tipos de suelos, es obvio que ambos deben estar
en el experimento. E:s también importante que el &rea inclui
4a dentro de cada z;epeticién; o sea, la pareja de parcelas
en que se planten los dos cultivares, sea de un solo tipo de
suelo y lo mis uniforme posible.

En algunos experimentos de campo el experimento se repite
por varios afios. La razén para ello es que las condicicnes
varIandeun:_aﬁantro, 1o cual hace importante conocer el
efecto de 1los afios sobre las diferencias entre tratamientos.
Asinismo, se usan diferentes locaudédes para evaluar l.oc

* ‘tratamientos bajo diferentes condiciones ambientales en las
"“'cia'alu sé utilizarfa las’ recomendaciones p:oducidu por la

wuciﬁu. it
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Las repoticiongs en tie-po (afios) y en el espacio (locali-
dades) tienen por propSsito incrementar el alcance de 1la
inferencia. '

En el caso de los cultivos perennes la repeticifn en el
tiempo es una caracteristica intrinsica de la experimenta-
cién en tanto gque la repeticién en el upaéio es_frecuente,
el primer caso hace necesario uria serie de consideraciones
relativas al anilisis de tales experimentos.

Control de Exror

Por error experimental se entiende la no obtencidn de resul-
tados idénticos en dos untdades experimentales tratadas idén
ticamente. .

El ocontrel del error puede realizarse mediante :

1) El disefio experimental,

2) El1 uso de informaciSn concomitante,

3) Seleccién del tamafio y forma de la unidad experimental.

- Bl uso del Adisefio experimental adecuado ha sido ampliamente

investigado, aquf solo se sefialan los aspectos mfs relevan-

tes. El control del error experimental por medio del disefio -
consiste en disefiar el experimento de tal forma que la varia-
cifn natural entre el conjunto de unidades experimentales sea
manejada de tal manera que no contribuya a }la ‘diferencia entre
medias de tratamientos. '

Cuando se utiliza el Disefic: de Blogues Completos al azar, el
error experimental se basa en la variaciSn entre unidades den
tro de la repeticidn o bloque, puesto que la variacidn entre
blogues puede ser estimada por un procedimiento aritmético. En
este sentido puede avanzarse ampliado las caracterfsticas de
cada diseiio experimental.
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En clqunoo cpahnnm ln precteibn puede xna.'e-entam mediante el uso

de infommacién acceoozta y ae la técnicadenoninada *anflisis de Covarianza®.
Este aninott se dsa cuando 1a variacidn entre unidades experimentales es
debida, en parte, a la variadiSn en otros caracteres medidles que no son di
rectamente centrolades per el dtsefic experimental.

En la investigacién agrfcola sen numerocses los casos en los gue el anflisis
de covartanza y el m de informaci8n acceosoria puede ayudar a mejorar el
control del exrvor experimental. Una situacién se da en log ensayos que se. e-
valfa la efectividad de diversos fungicidas sobre una determinada enfermedad;
en tales casoce, generalmente, los resultados se han visto influenciados por
el nivel de :tnfecq:tén puaente 'al momento de iniciar la aplicacién de los t:n
tamientos y los conteos de fndices de infeccién deberian eor:eg:lroo por la co
variadle "fndice inicial de .tntoccion" T

o e .
TR T

1.5 Tamaiio y forma de las paxcelu |

| PCe-o regla gengral, puede decirse que parce]:as o unidades experimenta-
les grandes conducen a menor variacién que las unidades poqu‘ﬁu usuldl

- mente el incremento del tamaiio de la parcela resulta en un menor nfmero

- ‘de repeticiones. Generalmente es mas f&cil realizar una‘bnm ropet:l.ciﬁu
de parcelas pequeiias que la corzespondient;e repeticién-para parcelas grar
des.

- ""La-‘..ayoxfa'd'._’--."loc- investigadores agricolas recommqiﬂ las parcelas
sean ioctanguin'esz ‘alargadas y estrechas e.n direccidn a un gradiente -
obeervable en el terreno. ‘Si no hay gradieante en ning'una direccibn, no
:hporta la fom de 1la pazcela. Cochran, citados por Federer (2) presen-

ta nn ejenplo hipotético para-mos-=




_ gradiente de fertilidad es desconocido.

trar esto, el caso incluye nueve tratamientos a comparar; se’

.. desea seleccionar una forma de parcela con la menor varianza

del error experimental, en promedio, cuando la direccifn del

P

A Plan (a) B A Plan (b) g
-3¢ |0 3¢ : 3

1=3¢]o 33

-36fo |36 )
c D -4G -3G -2G6 -1G O 1G 2G 2G 4G D

Suponiendo que en la realidad el gradiente de fertilidalass
paralelo a AB, las parcelas en el Plan (b) estin perpendicula-
res al gr&dionte. La suma de cuadrados entre las nueve parce -
las serfa 80-2 + 60 €2. 51 el gradiente de fertilidad estuviera
paralelo a A C todas las pa:.;cela: estarfan iguaimt. afectadas.
En este caso la suma de cuadradoe entre las nueve parcelas serfa

86°- '

[ s:l.og es la varianza aleatoria dentro de bloguee, independientes
. :de la forma de parcela, los cuadrados medios para los dos arre -

glos serian :

Gradiente de Cuadrados Medios Espexados

rmiud‘d . G.L' ) Pm (ﬁ) PIanm) wescom
Paralelo a AC 8 o 454 6> >
Paralelo a AB 8 S5 & #+ _e0d?
: - 8 8
Promedio 8 53 +54 62 02, + _30 G2

8 8




81 el valor de G es pequefio, la seleccién de la forma de la
- parcela es cuestidn de é:;efoxencia. Cuando G es grande se
debe seleccionar parcelas largas y estrechas. Ciertamente
que el cultivo y sus labores culturales tienen mucho que ver
en la seleccidn de la forma de la parcela.

En relacién a la forma del blogue y especialmente en ensayos
con cultivos perennes es conveniente tener bloques compactos
en vez 4e alargados.

En hx'mtigaciones realizadas en el pals scbre la utﬁaéi&n. '
de tamafio de parcela, 80lo se logrd encontrar dos referencias,
sobre arroz y manf o cacahuate, trabajos realizados por: J Pos
ner y por M.A. Escoto y P.0. Osorio :t:espectivnonto (Xxv 'm-
niSn Anual PCCMCA, Tegucigalpa, D.C., Honduras), es evidente
que miis investigacidn es necesaria sobre este aspecto.

“En general, los tamafios de parcela que se usan en el pals tie-
nen diferentes orfgenes: la adopcién del tamaiio de parcela que
se usa en otros pafses, el criterio del investigador frente a
diversos factores (costo, cultivo, naturaleza de los i:uta-:l.e_z_x_
tos), y los productos de investigaciones nacionales (muy poco).

Al no disponer de la investigacidn necesaria, loe criterios mfs
importantes a considerar en la seleccién del tamafio de parcela
son: ' '

a) Tipo de Cultivo. Cultivos anuvales requieren tamafios de par-

cela menores que los cultivos perennes (frutaleé);

' b) Tipo de investigacifn. La investigacidn de sistemas de rie-
o go y s:lstanas de cultivo requieren ireas mayores que loc en-
’ sayoe va::letales.



c) Aspectos de tipo prictico. Estudios de pastoreo requieren
'parcelas uuy grandes, generalmente definidas por el tama-
" fio del potrero;
‘d) ' Costo.” K’-’ljamontar ‘el tamaiic de la parcela aumenta el cos-
to del expg'nimentd. El investigador debe transigir entre
:infoxmaciln ¥ costo, seleccionando el menor tamafio de par-
cela que lp reporte el maximo de informacisn.

1.6 Seleccién de Variables

Conviene defi,n:l.r detentdamente las varfables que se evaluarén,

Ay, 2

oi ato c;aros cbjetivos en un experimento, no se debe te-

ner diticultad en definir claranente las variables de interés.

Un exper:l.nento e muy costoso para no obtener toda la informa-
N c16n necesaria y posible del mismo. Algunos investigadores so-
- lalente toman en cuenta la variable rendimiento, argullendo que
el fin ﬁlt:lno de cuAlqu.hr investigacifn es incrementar rendi -
‘ nientos; aunque esta afirmacion no siempre es valida dcbe te -
) nerse en cuenta que existe una serie de variables que pueden
» ayudar a mejorar la“;.nterpretacion de los resultados de un ex~
perimento; altura de’plantas, vigor, fenologfa, Indice de in -
feccidn foliar de una’ enfermedad, indice de infeccidn’' 3¢ nem&-
todos, etc;

" con alguna frecuencia, la seleccidn inadecuada de los tratamien
tos :anos:.bilita el coz:ecto analisis estadistieo d‘ los resul-

- tados. Una sitnaci&n de este tipo, se presenta por equo cuan

7 ae ai evaluar el efecto de nitrdgeno y féstoro 3obre la _produ -
ccidn de un cultivo, el experimentador selecciona los nimos ni-
veles de ambos factores, ocasionando una perfecta correlacidn en
tre las dos variables independientes (en este caso nit:6géno Y

-£8sforo) .




_En tal situacién el uso del anilisis de regresidn por el méto-

40 de mfnimos cuadrados es impracticable debiendo hacerse uso
de algunas modificaciones que estan fuera del alcance de este

. curso.

“1.8

Seleccifin de Tratamientos

Asimismo, con frecuencia el espacio de exploracién solo evalfa
una regifn limitada (muy alte 6 muy bajo) del espacio de respues
ta, concluyéndose que no hay teapuesta del cultivo a la aplica-
cisn del factor considerado. Usualmente el espacio de explora -
cion se ha restringido mucho; esto es pa:ticulunente inconvo
niente cuando se trata de ensayos uploratorios en los cuales,
les limites deben ser razonablemente amplios.

L]

En cierto tipo de experimentos, los tratamientos tienen un efec-
to sustancial sobre la precisidn, esto es espgcial*nto cierto

en el caso de los experinentoa :Eactoriales.
En algnnoe experi:entoe, las dosis de un factor son muy :I.lpor -
_tantes, cnando se estd midiendo ‘el efecto de cierto nutrienu

sobre la rupuesta de un cultivo, deberdn 1nc1uirse diverm ni-
veles de uso del nutriente a fin de determinar si la respuesta

es de naturaleza lineal o curvilinea, en este Caso el nfmero de
n:l.velec y su espacimiento es particulamente i.mportanto si se

" desea conocer las respuestas.

:Técnica Eperimental de CamE

Sy

Es ﬁ'POrtante usar ana tecmca cuidadqsa en la conduccién de un

expwinento. El imreatigador es zesgonsnble de que cada paso de

.....

' asegur;rse buenos resultados

.- BB general la variaci6n resultante de la no adecuada atenclén del

experimento, no es una variablg aleatoria y no esti sujeta a las
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a las leyes de _§tobgbilida§ sobre las que se basa 14 inferencia
5""estad£§t§qa,. Esta variacién ;'mede denominarse deficiencia técni-
_ca en contraste con las variaciones aleatorias previamente men -

‘cionadas.

Asi, ademfs de ser cuidadoso en la selecciln del disefio expere -~

mental, el investigador debe serlo tambidn en la aplicacifn de

loe tratamientos v en las briéticas culturales a realizar en el
experimento. ‘

Una dé las deficiencias técnicas mfs frecuentes se da: en la fal-
ta de uniformidad entre las plantas que integran el experimento.
c:op frecuencia en un solo ensayo se encuentra una diversidad de
tallos wverticales éor §1anta que genera modificaciones en las
respuestas individuales de las plantas a los tratamientos, con
‘lo cual se estd introduciendo una fuente de variacifn no planea-
da en el experimento. A V

Aleatorizacidn

El ocbjeto de la aleatorizacién es asegurar la obtencibdn de esti-
madores insesgados o validos del error experimental, de las me -
dias de tratamiento y de sus diferencias. La aleatorizacién es

una de las caracterfsticas de los d_:i.saiios experimentales moder -
nos, introducida por R.A, Pisher (1)
mente involucra el uso de procedimientos tales como el lanzamien

. La aleatorizaciln general-

to de una moneda o el usc de una tabla de nimeros aleatorios.

Para evitar el sesgo en la comparacidn entre medias de traf;&lieg
to, es necesario asegurarse que un f.ratani'ent'o en particular no
~ serl consistentemente favorecido en las varias z@petiqiones por
Qléuna fuente de variacién conocida o no. En otras palabru, cada
ti}atgliento debe tener la misma oportunidad de ser asignado a una
parcela, sea &sta favorable o no, la aleatorizacién provee esta
v oportunidad. Cochran y Cox ) establecen que "la aleatorizacién
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es algo andlogo a un seguro, en el sentido de que es una precau-
cién contra disturbios que pueden incurrir o no y que pueden o

no ser serios si ocurren®.

La aléatorizgcién tiende a eliminar '1a' correlacién entre errores
que se presentan en ensayos sistemdticos, otxjogahdd validez a las
pruebas de hipStesis.

Sulmuestreo ‘'en parcelas '&erﬁnentales ‘ A
Puede haber sitnaciones en las que en lugar de cosechar toda la

parcela, séa mis aconsejable cosechar solo una muestra de plan -
tas. En estos casos lo importante no es la reduccibn en traba -
jos y coeto, sino que existe la §osi.bilidad de obtener la infor-
macibn valiosa al analizar los datos obtenidos en plantas indivi
duales.

Ejemplo :

Con la finalidad de evaluar el contenido de cafeina en cuatro va
riedades de café, se realiza un ensayo utilizando un diseifio en

bloques completos al azar, con cuatro repeticiones. Cada parcela

se muestrea tomando informacién de veinte plantas por parcela, el
¢uadro del andlisis de varianza para el Modelo 1 (efectos’ fijos)

serfa el siguiente : o

. de V. G.L.  C.M.  Esperados
2 2 2.

Bloques 3 g +20g, +_80 X A

e
Variedades 3 Fradr g2
=5 26
~ Error 9 o—+2oof¢_
Error de Muestreo 304 o 62"

TOTAL CORREGIDO 319
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La prueba de hipStesis para variedades se hace utilizando el
CM del e:rér exéerimental, no el de el error de muestreo. El
cdlculo de los- estimadores de d2 )4 662 (s2 )4 se2 respectiva-
mente) da informacidn muy {itil sobre la variacibn, de parce-
la a parcela y de la variacidn de planta a planta dentro de
una parcela. Se espera que las muestras provean estimaciones

insesgadas de dichos errores.

1.11 El Concepto de Significancia
El uso del disefio experimental adecuado permite reducir el

error experimental, con ello se reduce la probabilidad-de:co-

metexr error al hacer comparaciones entre tratamientos.

. Supdngase que como resultado de la prueba de F en el andli-
sis de varianza de un experimento, se encientra que existe
diferencia estad{sticamente significativa entre tratamientos
al nivel de &« = 0.01‘, esto significa que el investigador de-
be selgccionar entre dos alternativas.
a) Aceptar que la diferencia efectivamente se debe a los tra-
tamientos (su probabilidad de cometer error es sdlo de 1%);
b) Aceptar que la diferencia no se debe a los tratamientos, si-
no es producto de una coincidencia o error. La probabilidad
de ocurrencia de esta coincidencia es solo del 1%.
éoﬁ lo anterior se quiere establecer que aunque el nivel de sig-
nificancia se determina en forma objetiva (mediante un procedi -
miento aritmético), su interpretacidn tiene ciertos elementos de
subjetividad. |
En el caso expuesto, el investigador puede aéeptar la segunda al
ternativa y considerar que aunque la probabilidad de ocurrencia
de una coincidencia del tipo de la obtenida, es solo de 1%, en su
caso 1o que ocurrié fue precisamente esa coincidencia, por lo tan_

to no acepta la diferencia como producto de la naturaleza de los




tratamientos, obviamente para tomar egta decisidn el investi-
gador recurre al conocimiento que sobre la naturaleza del ex-

perimento (y obviamente de sus tratamientos) posee.

No es correcto lo que se observa con frecuencia, que éunque
se acepte gue efectivamente no existe diferencia estadisti—
camente significativa como producto del andlisis de varian-
za, algunos investigadores, proceden a efectuar un andlisis
econémico en el cual utilizan las diferencias entre tratamien
tos que previamente se ha aceptado no son significativas.
Obviamente en tales casos corresponde, casi siempre, selec -
cionar el tratamiento que involucre el menor costo de produc
cién. ' A
Sin embargo la probabilidad de error nunca desaparéce;“recuég
dese en érinciéio que el disefio de experimentos se basa en el
uso de modelos érobablilisticos. El andlisis de varianza per-
mite someter a prueba hipStesis del tipo : ‘ o

Ho: ti = t2...... tn = 0: HipStesis nula A
Hi: ti o t2...... tn # O: HipStesis alternativa

El procedimiento de fijar un nivel de significancia &r) a la
decisién final es enteramente objeiiva Y, si decidimos recha-
zar Ho cuando &sta es verdadera y por lo tanto debe aceptarse,
decimos que cometemos un error tipo I, por otro lado cuando a-
ceptamos Ho y &sta es falsa estamos cometiendo error tipo II.

a= Probabilidad (error I )
B= Probabilidad (erxor II)

A la cantidad a se le denamina nivel de la prueba, en tanto
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que a 1-B se le denomina petencia de la prueba.

Lo ideal serfa ‘tener el nivel fequeﬁo y la potencia de la
prueba grande, sin embargo, generalmente para aumentar la
potencia se requiere aumentar el nivel de la prueba. El
procedimiento ¢lasico consiste en especificar el.tamafio 3
ceptable y buscar la mejor (mis potente) prueba del tamaiio

seleccionado.
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2. ANALISIS DE SERIES O GRUPOS DE EXPERIMENTOS.

Edgar Lionel Ibarra.

2,1, INTRODUCCION.

En los programas de investigacidn agricola a nivel de una regibn del
pals, es comun' encontrar series o grupos de experimentos similares,
repetidos tanté® en espacio como a través del tiempo. Ello es asf por
diversas razones, dentro de las que sobresalen el interés de los in-
vestigadores de incrementar la confiabilidad de los resultados expe-
rimentales y el de realizar inferencias aplicables a toda una ro§16n
© un periodo futuro de mediano plazo. o T :

Con esa intenciSn es bastante justificable la realihaci6g de series
de experimentos similares, ya que en cuanto a confiabilidad, un ani-
lisis combinado provee una mayor precisidn en las estimaciones y prue
bas de hipStesis y se pueden aislar algunos efectos de medio ambiente
(de localizacibn y de tiempo) que interacionan con los efectos de los
tratan;entoe bajo estudio. Por otra parte, las inferenicas sobre resul
tadoe de experimentos individuales tienen en la mayorfa de casos, una
aplicacion restringida a las particulares condiciones de lugar y tiempo
en que éstos fusron ejecutados. '

REels R _
Lo anterior tiené: consecuencias importantes, particularmente en experi-
mentos agricolesjytes los cuales .los efectos ambientales tignoh mayor
influencia, ‘én.comparacién con investigaciones de l'aboratoxio._‘ en las
cuales &l investigador puede ejercer un mayor control de factores exd

' genos.

I



La metodologfa de andlisis e 'interéretacién de grupos de experimentos
similares, se basa en una extensidn del procedimiento para casos Indi-
viduales. Por ello principiaremos con una revisién del modelo lineal
para un experimento simple.

EL MODELO LINEAL DE UN EXPERTMENTO SIMPLE.

Para exponer este tema tomeremos el caso bastante comfn de un experi-
mento bajo el disefio de bloques al azar. En el mismo, una observacién
experimental Y i3

te forma lineal.

Yij =+, + Pj + €13

de cualquier parcela, se asume que tiene la giguien-

donde ¥ = media verdadera de la poblacidn
e efecto del tratamiento i aplicado en la parecela ob-
servada

p 3 = Efecto del bloque j particular donde est& situada

la parcela observada; y

eij = Variacién no explicadao error experimental en la

parcela.
Ademfés de lo anterior, constituyen supuestos bisicos para el anidlisis

da varianza, las siguientes condiciones:

a) Los efectos de tratamientoy i Y de bloques ’ j pueden ser fijos o
aleatorios, dependiendo de consideraciones de disefio y objetivos
de’i experimento. Si por ejemplo,los tratamientos son escogidos con
un interés particular en determinados factores Yy nd consituyen una
muestra aleatoria de todos los tratamientos posibles, entonces son
ﬁ.j_ég (gaéo contrario son aleatorios); y este es un caso muy gene-

ralizado eninvestigacién agricola. Lo mismo se puede decir de bloques.
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En todas las observaciones experimentales :

z‘ti =0, Epj =0
b) Se asume tambi&n que los errores éi 3 representan una variable
aleatoria independiente, normalmente distribuida con media ce-

. 2
ro y varianza Se

Para una apropiada interpretacidn de los resultados experimentales,

debe establecerse claramente el modelo de analisis especificando si

los efectos son fijos, aleatorios o si ocurren ambos tipos (modelo
mixto). En el sigquiente cuadro mostramos la estructura del anflisis
de varianza, indicando para cada componente el modelo de estimacidn
o valor esperado del cuadrado medio; lo cual es importante para de-
cidir sobre la relacidn de F de varianza adecuada para las pruebas

de significancia.

Cuadro 1. Estructura del ANVA y valores esperados de sus componen-

tes de varianza, Disefio en Bloques Completos al Azar.

FUENTE G.L. MODELO F1JO ('ti, pj) MODELO ALEATORIO (Ti,ﬁj)
Bloques r-1 52 + t .2
ﬁ' o+ ok
2 .
Tratamientos t-1 OZ 23‘ O—E +r 6%
' ‘ . 2 2
Error (r-1) (t-1) Te Ce
FUENTE G.L. MODELO MIXTO
2 -
Bloques r-1 Oe + t 2
r-1 Zp t
Tratamientos t-1 dg +r a'i
Error (r-1) (t=-1) Ce

'n caso de efectos fijos, la prueba de hipdtesis nula sobre tratamientos
e plantea en té&rminos de igualdad de efectos,
n tanto que si los efectos son aleatorios, la hipdtesis nula se plantea
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en téminos de la varianza de efectos de tratamientos

Ho ieb =0, Hy I 65>0

Examinando el Cuadro 1, se ve que la prueba de significancia adecua-
da para tratamiento, es la relacin F = CM Tratamiento para cualquie-
CM Error ra de los wo-
delos presen -

tados.

CASO DE EXPERTMENTOS REPETIDOS EN ESPACIO

Al tratar este caso (que tambiln podrfa ser el de un solo experimento
repetido en afios), haremos algunas consideraciones de aplicaciSn gene
ral en el anilisis de -.eries de experimentos.

2.3.1 Condiciones sobre uniformidad de los experiment+os.

Al hablar en términos de un an&lisis combinado implicamos que ello
trata del anfllisis de un grupo de experimentos similares en cuanto
a su disefio y manejo, siendo las Ginicas diferencias el sitio distin
to donde cada uno estia localizado y el sorteo de tratamientos en ca
.da lugar.

En cuanto a disefio se entenderd que hay igualdad en los tratamientos,
nGmero de bloques (o de repeticiones en cada lugar); tamafio y pobls-
cién de cada parcela experimental, misma forma de parcelas y manejo
general de los experimentos. Sobre esto Gltimo es importante sefialar
que se han tomado similares medidas para reducir al méximo el exrxor
experimental y errores accidentales en cada experimento y que las W
riables de respuesta son medidas con procedimientos unifoflos que g

ranticen la no inclusidn de sesgos de estimacidn.




-19-

Las anteriores consideraciones, son altamente deseables para proce-
der a un anfilisis cembinade de grupo de experimentos. Aunque pueden
haber algunas diferenicas permisibles (y que ocurren en la prictica)
tal es el caso de diferencias en: ei ﬁﬁmero de repeticiones, pues hay
un procedimiente analftico para obvd'.ar esta dificultad, aunque ello
puede incidir en diferencias en precisibén y posiblemente en heteroge~ .

. nidad de variancias del error, que efecta la validez del andlisis com

2.3.2

binados como veremos mas adelante.

Para cada localidad o sitio es necesario contar por lo menos con dos
repeticiones o bloques; aunque éueden existir ensayos extensivos (ti
po demostrativo) en fincas que utilizan un solo bloque, pero el ané-
lisis combinado de estos es muy impreciso. '

Tambifn existe la posibilidad de ajustar por diferencias de poblacién
de parcelas entre lugares mediante un andlisis de covarianza. Ello -
sin embargo complica demasiado e innecesariamente el anilisis combi-

- nade, de tal manera que la mejor recomendacidn que se puede dar es ~

que los experimentos repetidos en espacio, sean similares en todos
sus especificaciones de disefio; incluyendo en ello un sorteo diferen
te de los tratamientos de cada localidad.

ansideraciones sobre los objetivos de los experimentos e inferen -

cias sobre les resultédos.

Si los objetivos de los experimentos dentro de una regibén dada con-
sideran la obtenciSn de recomendaciones agrSnomicas aplicables a ios
sitios especificos de cada experimento, no tiene caso la realizacién
de un anilisis combinado. Sin embargo los investigadores no se limi -
tan a este 'escaso aprovechamiento de la informacidn experimental y
mis bien desean aumentar la confiabilidad para desarrollar recomenda-
ciones aplicables a toda la regidn; a determinar la consistencia de
ciertos efectos (tratamientos) en las variadas condiciones ambientales
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dentro de la regidn y determinar la interaccidn de dichas condiciones

con los tratamiehtos bajo experimentacidn. S e

e ..

Estas coqsi.derac:tones repercuten en el modelo de andlisis vy -‘la formu-:
lacxon de inferencias sobré los resultados, pudiéndosa presentar en-

tonces laa sxgu:centes van.antes, segun la estructura del andlisis com-

b:mado. v

ce

Cuadro 2. Estruétura de “ANVA combinado, varias localidades, valores
esperados de los componentes de varianza, disefio en Blogues
c_cmpletos al azar.

o~ 7 .
R K . PR
AL SR £ A

RN SRR BN B ;,, . .

FUENTE ' G.L. °© -~ :MODELO:FIJO: »::z - .. . MODELO, MIXTO
(Trat flJO Loc aleatorio)

Localidades o

expérimentos (1) L-1l = ~=re—ceee-- - ,,_o§,+ (x/(t-1) )o‘th + rw'j
Repeticiones en S .
local,zdades (R) L(r-1) | mmme—————— ' : .

N el . - 2
Tratamxen- 2 : 2 2 2 3
tos (1 ¢ el . o Oe REMEIEL o gg+ €y + (1/ (1)U
Lar’ (1) (e-1) g2 + (e/de=1) @-2NER B ol
Erxrror Com-
binado = ' L(¢-1) (t-1)" o—f S o

La situacidn del modelo fijo, aunque muy comiin en la realidad puesto que
se "éupon‘e que 1las localidades y los tratamientos no fueron determ;n;dos
al azar como una muestra aleatoria de una poblacidén finita de lugares y
tratamientos posibles; supone la dificultad tedrica de que las i.f;feren-
cias que se ‘hagan hans<de-suscribirse a los. lugares especificos y nola la
‘geheralidad de 1a regidn bajo estudio -(tal cmo se supone en e_,l'_c.asg'de
realfzarse ‘un anilisis individual de los experimentos). Por lo _a_‘ntgr;_:ior

£

s e N
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y aunque forzando un poquito’ la situacidn, se considera que un mode-

lo mixto en que se supone los efectos de tratamientos fijos (que es lo

~ usual) y los de localidades al azar, es un modelo apropiado para apro-

vechar mejor la informacidn experimental; es decir derivar inferencias

aplicables a toda la regidn bajo estudio.

2.3.3 Analisis Combinado

Para ilustrar la metodologia de un andlisis basado en la estructura

‘indicada en el Cuadro 2, vamos a utilizar un ejemplo de un ensayo hipo-

tético de tres variedades dé‘é£r52, repetido en 3 localidades del De -~
partamento de Olancho. El Cuadro 3 muestra los resultados de rendimien

to observados en cada parcela experimental. Disefio Bloques al azar con

tres repeticiones.

Cuadro 3. Resultados de rendimiento (TM/Ha) de.tres variedades de a-

~."rroz en las localidades que se indican. 1981

Localidades y
repeticidn

Concepcidn
’ 1

11
111

Sub-total

La Bomba
1l
11
111
Sub-total

Las Delicias 1
11
111
Sub-Total

TOTAL
@X,..)

4440

4.40
5.60

4.10

14.10

4.61
5.20
5.30

15.11

Now
w86

23.24

52.45

VARIEDAD

CICA-9 Blue Bonnet-50 Totales

3.83 3.60 11.83

5.00 4.90 15.50

4.50 ’4.10 12.70

13.33 12.60 40.03(2X..1)
4.20 3.59 ' . 12.40

5.25 4.50 . 14.95

4,75 : 5.60 15.65
14.20_ .. _ . 13.69 43.00($X..2)
7.41 4.00 20.51

7.01 4.92 18.92

6.18 3.72 17.05

20.60 12.64 56.48(£X..3)

48.13 38.93 139.51



Concepcidn
La Bomba
Las Delicias

-22-

Cuadro 4. Andlisis de varianza_indiviéugles

FUENTE G.L.
Iocalida-
des (L) 2
Repeticidn
en localida-
" des 6
Variedades (v)2
‘VxL 4
“Error Com-
“ binado 12

TOTAL 26

Cuadro 5. Analisis Combinado

, zxijk cr SCTOT. Reps en L.
181.2289 178.0445 3.1844 2.4518
208. 6452 205.4444 3.2008 1.9506
379.0780 354.4434 24.6346 1.9996
768.9521 178. 4196
205.7894
374. 7424
758.9514
Concepcidn - - La Bomba ' Las Delicias
sc o se o™ sc o™
2.4518 1.9506 1.9996
_0.3751 0.1876  0.3450 0.1725 ©  20.2990  10.1495%
1 0.3575 0.0894  0.9052 0.2263 2.3360 0.5840
3.1844 3.2008 24.6346
sc o™ "pe
17.0791  8.5396
6.4020  1.0670
10.5961  5.2980  CM_/CM p = 2.03 .
10.4220  2.6057  CMyy/me = 8.69 7
3.5987  0.2999
48.0988  -——-
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ANALISIS COMBINADO

Sumas de cuadrados (componentes “cruzados").

TorALES  sc = 3X%jjk - v,
Tot )

2
SCTot = 768.9521 - (139.51)
27

= 768.952]1 - 720.8533 = 48.0988

Variedades
s
sc_ = 13X - PC
v E- i.. G

sc = _1 (54.252 + 48.132 + 38.93%) - 720.8533
)

= 731.4494 - 7208533 = 10.5961

Localidades
sc; = 1 x3..x " FCg
. xv
2 2 2
= 1 (40,03 + 43.00° + 56.48°) - 720.8533
9

= 737.9324-720.8533 = 17.0791
Variedades x Localidades
SCyr = i me.k - FC, - SC_ - sC_

= 1 (14.102 + .ot 12.642) - 720.8533-10.5961-17.0791

3 .
= 758.9514~720.8533-10.5961-17.0791
= 10.4229
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Componentes "anidadas"
SC bloques en localidades

sc (r) = SCR en los anAlisis individuales
= 2,4518 + 19506 + 19996 = 6.4020

SC error combinado -

SC o)~ SCq en los andlisis indivi&d#les
= 00,3575 + 0.9052 + 3.3360 = 3.5987

Pruebas de significancia e Interpretacién

(e)

Seglin los valores esperados de componentes de varianza, en el modelo

mixto asumido, presentado en el Cuadro 5, se puede decir que la prue-
ba de significacidn para la interaccidn VXL se prueba contra el error
combinado. En este caso.

L co-ze + TPLL = CM VKL = 2.6057

d'% CME 0.2999

"P" = 8,69

La cual es significativa atn al nivel P= 0.25 sugerido por Bancroft

(1), para una prueba preliminar,

En cuanto a rendimiento, las tres variedades no respondexi 1gua1 en las
localidades; 8 por lo menos hay una de ellas que no responde igual .en

las tres localidades. ' )

Se demuestra asi una interaccidn del ambiente ( localidades), mnifestg_

da en una féspuésta diferencial de las variedades segﬁn la localidad.

En efecto, ello se demuestra tambi&n en los .nalisis individuales en

los que aparece una respuesta significativa de variedades en una sola
localidad. En las Delicias hay diferencias significativa en tanto que no la
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hay en las otras dos localidades, entre el rendimiento varietal.

La prueba de signiftgaqcia_ﬁa:g el efecto de variedades, se hizo segfin
el Cuadre 5, calculando una "FP" asf :

o er2-
ot * t L+ 11/t 1XTT" . 5.2080 = 2.03

o% + t}tL ' 2.6057

P=

No significativa.

Ello indica, segiin el nodelo,‘que cualquiera que sea la localidad den-
tro de la regidn bajo estudio, que no hay diferencia en rendimiento
entre las tres variedades estudiadas.

Hay que considerar desde luego que en este ejemplo, para la facili-

dad de cGmputo se utilizaron pocas repeticiones y localidades, lo -

cual incide en una baja precisidn. Sin embargo si ese fuese el caso

real, el resultado indica que para la regidn se puede inferir igual-
dad de respuesta para las variedades.

Pero hay que considerar también si se cumple otra cond;ci6n del ana- -
lisie combinado, la cual supone homogenidad de varianzas del erxorxr
dentro de la reqgidn. Dichas varianzas estimadas a través de los erro~
res experimentales individuales exhiben aparentes diferencias como se
puede apreciar en el Cuadro 4.

Una prueba de homogenidad es la desarrollada por Bartlett (2) defini-~
da mediante la distribucidn de i por :
2

2
X" = 1 (£ 2I.<>g¢sp - 2f, log, Si } para

K-l grados de libertad.
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donde:

K = Nfmero de varitanza del error comparadas

C = Pactor de correcidn
C=1+ 1 {. 1 - 1
3(k-1) Fi Ft

Pi = Grados de libertad asociadas a cada varianza del error.

ﬁ:'s Total de grados de liberta del conjunto de varianza del error.

siz- Varianzas del error (cuadrados medios) individuales.

sg = Error Combinado

asf{ tendrfamos

Localidad Grados de Cuadrade (512 ) Lo§e Sy
Libertad(ri) medio error. ‘
Concepcion 4 .0894 ... =2.4146
La bomba 4 .2263 -1.4859
Las Delicias 4 . .5840 .. -0.55379
TOTAL | 12(¢,) - -4.4384
x? = 1 {12 (log, .2999) - (-17.4394)}
C .
= 1 (~14.4517 + 17.4384) = _1_ (2.9867) o
c c -
c = 1+ 1 (3@Q)-1)
33-1) a 12 :
= 1+1(3-1=14+1 2 =111 ‘
6 4 12 6 3
x% = 2.9867/1.11 = 3.42
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Este valor de x2 para 2 grados libertad indica que la probabilidad de
un valor de X° mayor que 3.42 estd entre 0.20 y 0.30.

X2 = 3.42 no es significativa; los datos entonces indican que se acep-

ta la hipdtesis de que las varianzas observadas (del errdr) provienen

de una misma poblacidn, 2s decir que hay evidencia de homogenidad de

varianzas del error y por lo tanto se cumple una de las condiciones del

analisis combinado.

Otras condiciones de validez son las que también se refieren. a los ani-

lisis individuales de varianza, tales como :

a) Independencia de varianzas del error y medias de tratamientos.

b) Aditividad de los efectos en el modelo lineal. -

SR

" Estas condiciones, en caso d¢'ro presSentarse, pueden ser satisfechas
_mediante trasformacidn 'de 1os datos experiffientales.  :.:

LY T

CASO DE. EXPERIMENTOS REPETIDOS EN ESPACIO Y TIEMPO

Este caso es muy frecuente y para su anal;sls son aplicables las con-
diciones de uniformidad de diseno y homogen1dad de varianza ya antes
presentadas. Ocurre a menndo en la 1nvest1gac16n con plantas anuales
en que experimentos similares se ublqan en varias localidades o esta-
ciones de una regidn y a su &ez‘se repiten igualmente durante un perio
do de varios ahos. También ocuire el caso en experimentos:con plantas
perennes ubicadas en varias localidades y las respuestas se registran
anualmente. Estas modalidades imprimen variantes en el anilisis esta-
distico; sin embargo el procedimiento de cilculo es 8010 una ‘extensidn
del método empleado en el caso de experimentos ‘repetidos en espacio.

Los efectos del medio ambiente en este caso ya no constltuyen los efec

tos de sitios diferentes, sino también los de las condiciones ambienta

les (particularmente climaticas) de los ciclos anuales que duran los expe
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rimentos y sus respectivas Ainter'.:acciones con las res'pﬁés‘t?a's de los tra-
tamientos. N R S -

2.4.1 Experimentos con_:Culti‘vqs‘ ir»m&les.' "’

- Lo mis frecuente s encontrar dos_modalidades :

’a) Los experimentos. se.sitian. en varias. localidades y allf mismc, se
continfian en afios sucesivos (aunque canbiando el sorteo de trata-
miento en cada uno, que es lo apropiado);

b). Los' experimentos.se sitiian en las local:.dades pero en los aiios su
cesivos estos se repiten en diferentes localz.dades dent. o de la
regisn. h

iy

La diferencia 4e analisis en ambos casos, sgri qué en é_l_ primero de
ellos el efecto de localidades sera identificable (seia‘uAn éfecto
"cruzado") ‘a lo largo de todos los afios; y el mismo se rgod_r_é medir a
través de los grandes totales (contrastes que se compax;;an) de cada lo
calidad sobre todo el periodo de afios que dure la eiéeiiﬁéntacién.

En la segunda modalidad, este efecto no se puede detérminar a lo.lar-
go de todo el periodo porque las localidades ‘son distintas cada ano.
En cambio si se podra medlr para cada ano en particular (es un efecto
"anxdado") y en el analis;s global se sumaran los efectos parc:.ales
por ano. Es dec:.r, la fuente de variac;én a incluirse en el andlisis

~ de varianza sera. calldades en afios.

2. Con estas cons:.dexa.ciones prelminaros, entonces podriamos 1lustrar el

andlisis de experimentog repetidos en espacio Y tJ.empo con la prime-
% .ra modalidad. . .. R

Zimaopara ese ¢aso especial y por cierto muy frecuente, la estructura del

andlisis de varianza tendrid la estructura que se presenta en e. Cua-
dro 6, donde tambi&n se exhiben los valire. esperados de los cuadra-
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dos medios, para dos modelos lineales (fijos y mixto) de los

efectos de tratamientos, repeticiones, anos y localidades.

Cuadro 6. Estructura del analisis de varianza de series de ex-

perimentos repetides en espacio y tiempo.

FUENTE DE G.L. ‘YVALORES ESPERADOS DE LOS CUADRADOS MEDIOS
VARIANZA MODELO PIJO MODELO MIXTO ( iFijo)
Anos (a) a-1
Localidades (L) L-1

LxA (a-1) (L-1)

Repeticione en lo
calidades y afios aL (r-1)

. 2 2, 2
Tratamientos (T) t-1 oo + rLa(T)* c—e+o-—'tLa+ra6§L+rLéia+La (T)
TxA (t-1)/ta-1) : 2, 2 2
5t * L e Otra* 0

2 ' 2 2
TxL (t-1) (L=1) O'; + ra (TL) o’é‘i’ ro—tL

2 2 2
TxXAXL (t-1) (a-1) (L-1) e * (TLA) Oat ¥Oira

oln
o\ 6

Error Combinado aL(r-1) (t-1)

:Los simbolos de los efectos fijos aqui presentados se han simplificado,
ejemplo (T) represente (L/t-l)ZZz

Los modelos para cuadrados medios esperados que se indican en el cuadro 6
tienen importantes implicaciones en la interpretacién y las inferencias de-
rivadas del anadlisis estadistico. En el caso del modelo fijo, donde se a
sume que las repeticiones, tratamientos, localidades y afnos tienen efectos
constantes y que la inclusidn de estos en los experimentos fue porque es lo
que tiene especificado y no interesa investigar otras alternativas, las in-

ferencias se limitan a los afos, 1qcalidades y tratamientos particulares que
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que se investigan. Es decir que los resultados no se pueden extender
a toda la regidn ni a un perfodo (futuro o pasado) a través del tiem

wa

Aunque la interpretacidén de estos modelos no es siempre clara, el
concepto del modelo fijo es que @l efecto es Ginico (de una localidad,
tratamiento o afio particular). Aunque es desconocido, es estimable y

"“dicha estimacidn. es aplicable entonces a las particulares condicio- -
nes de la observacién experimental, las cuales constituyen el reducido
universo del investigader.

Por otra parte, el modelo aleatorio interpreta que los efectos de loca-
lidades ., ahos,tratamientos y repeticiones, son irariables Y que el ex -
perimento lo ;que provee es una estimacidn de lg variahza de dichos efec
tos, considerado &ste experimento como una muestra aleatoria de universos
mas amplios de espacio (localidades), tiempo (afios) y tratamientos posi-
bles, Por lo tanto las inferencias pueden extenderse a dichos universos,
en el sentido mis interesante desde el punto de vista agrSnomico.

Lo que sucede en la realidad de la experimentacidn agricola es que gene-
rah.ente los tratamientos constituyen una variable con efectos fijos, par
ticularmente en los trabajos con dosificaciones de productos quimicos y
fertilizantes, en que estos son escogidos por un interés particu}gr y con
antecedentes de experimentacidn previa y por 1o tanto estan muy lejos de
considerarase una muestra de una poblacién finita de tratamientos. .
Sin embargo, es muy razonable considerar que a través del tiempo, lcs ci-
clos anuales tienen un efecto aleatono, Un perfiodo de tres afos por ejan
plo, puede considerarse una muestra de un periodo de tiempo mayor, a pe-
E sar de ciertas fluctuaciones climiticas que ocurren por ciclos. As{ tam =
bien, él efecto de localidades puede considerarse aleatorio, cuando se in-

talan varios atperinentos dentro de un area o regién geografica, aunque la
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escogencia de las mismas no ocurra al azar debido a razones de facilidad

y otras conveniencias para el investigador.

Por lo tanto, un modelo mixto, con efectos fijos para tratamientos y alea

toritos para tiempo y espacio, como el que se presenta en el cnadro 6, es

el que resulta reccmendable a la gran mayorfa de sitvaciones del Programa

Nacional de Investigacidn Agricola.

2.4.2 Pruebas de Significancia e Interpretaciones

Las pruebas de significancia para : afios, localidades y la interac -
cidén IXA, pueden efectuarse calculando una relacién de varianza "P"
contra repeticiones en localidades y anos, en el modelo fijo; y asi
también aunque en forma aproximada en el modelo mixto. En ese senti-
do el esquema de este andlisis tiene cierta semejanza con el disefio
de "parcelas divididas"™ en el cual el error "b" para pruebas de trata
mientos principales juega el mismo paéel de "repeticiones en localida
-des y aiios’ de &ste andlisis global. " :

Los tratamientos (T) y las interacciones TXA, TXL y Tm se prueban
calculando "P" contre el error combinado, cuando se trata del modelo
fijo, como podra deducirse al observar los cuadrados medios esperados
en el cuadro 6.

En el modelo mixto, que es el mas aplicable en los trabajos actuales
de investigacidn del PNIA, la situacidn es diferente. En este caso la
interaccién TXAXL se prueba calculando "P" contra el error combinado;
Yy a su vez, las interacciones TXA y TXL se prueban ;:ontra la interac-
cién TXAXL : -

"15"'E = g2 + ra'2 + rL¢'2

e tLa ta
2 2
+
o‘e rg eT
"F* TXAXL =u'2 +::a'2 + raq
e tLa - tL
2 2
+
a'e rQ



=32~

Por otra parte, de la observacidn del modelo mixto (cuadro 6), se
deduce que no“hay divisor - apropiado para la prueba dé "P" de tra
tamientos, cuyo cuadrado medio esperado es:

é§~+ r¢%iai+ gacii + rLc%; + rLaEZﬁ

L RSO

s T
R RG-S

donde el término que interesa aislar es rLazéz y para lo cual se';

-~ ‘ ~ -

necesita un divisor :
2

2+ 1

2 a
fa + radth + fLQ:a » que no lo hay segun el cuadro 6'_ £

Sclo en el evepto de que las_interacciones TxL y TXA no hubiesen si-
do significativas; puede probarse contra la interaccidn TxAxL en una
forma. aproximagda. ‘

Ante este probélma, Cochran y Cox (2) desarrollaron una;mueba para
tratamientos tambi@n aproximada, donde se calcula "F" a51 :

. "p" = CM + CMTxAXL : ':; donde las iniciales CM indican los .res-

)

Laally

" pectivos cuadros medios

C"*mﬂ‘

- ﬁgii ;ﬁ"tdgléuladq,se'comapra, con los valores de "F" en las tablas al
“nivel’ de significancia deseado, con los grados de libertad dados por las
sigiientés expresiones desarrolladas por Satterthwaite (3) .

r' =(ch+cu )2

(CMT)2+ (CMTxAxL)Z Y1 SR
. £ : ‘”ftLa‘4' SO R
1?'2=(cn cu 2 T e,
)2+ (%)2
for fea

donde ft' ftLa' fta son los correspondientes grados de libertad
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de los cuadrados medios utilizados en estas dos expresiones, segiin el
Cuadro 6.

Interpretacidn de las interacciones :

A continuacibén se presenta una serie de interpretaciones al alcanzarse

niveles de significancia estadistica en las siguientes comparaciones :

1) Localidades x Afios :
Las diferencias entre tratamientos no estdn involucradas en esta
Interaccidn, por lo tanto se interpreta que cmalquiera que sean los
tratamientos, las respuestas globales (por ejemplo el rendimiento
promedio de un cultivo anual).fueron mejores en algunas localida -~
des en ciertos afios, en compaiacién coh:lﬁrespuesta de las mismas

localidades en otros afios
2) Tratamientos por Afos :

Algunos tratamientos, en toda la regifn cualquiera que sea la lo-
calidad, respondieron mejor en ciertos afios que en otros. .

Es decir que hubo cambio de posicidn o "ranking” de los tratamien
tos al compararse la respuesta de estos en varios anos. Esto difi-
cultari hacer recomendaciones de ciertos tratamientos para largos
periodos de afios;excepto en el caso de que el CM de tratamiento ha-
ya sido significativamente superior al CM de TXA, con lo cual si se

podran recomendar algunos de los mejores tratamientos.

3) Tratamientos x Localidades
Durante todo el period de afios, algunos tratamientos tuvieron mejor
respuesta que otros, pero en ciertas localidades la posicidén o "ran-

king” de los tratamientos varid con respecto a otras localidades.
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Cuando el CM de tratamientos excede significativamente el CM TXL, ello
evidencia gque la reséuesta general de los tratamientos fue suficiente-
mente consistente para demostrar que algunos de estos tratamientos fue
ron suéeriores en todas las localidéées, cualquiera que haya sido el a
no de prueba, y lo cual es importante para producir una recomendacidn

generalizada.

Por el contrario, si CMT:/TXL no es significativa, se sugiere que las

recomendaciones de tratamientos se hagan para cada localidad‘én parti-
cular.

Tratamientos x LocaliBlades x.Afios:

Es un tanto mas ccmplicada de interpretar. Indica una respuesta dife-

rencial de los tratamlentos, tanto entre localidades como en diferen-

tes afios. Es decir el "ranking varid” segiin la localidad y el afio.

Esta interaccidn implica que a menos que CM de tratamientos haya exce-
dido significativamente al CMTXA ) a'CH ; no se podran generalizar
recomendaciones, tanto a toda la regidn como a cualquier:periodo de
tiempo.

Tratamientas.

No por ser menos 1mportante se dejd de ultlmo la considerac1on de la

sxgnlflcancia del efecto de tratamlento, sino por el hecho de que la
misma debe hacerse conjuntamente con las 1nterpretac1ones de las in-
terzcciones antes presentadas, solo en el caso de significancia de
tratamientos y no asf{ de TXA, TXL'y TXLXA, diremos finalmente que se
1nterprete que los tratamlentos tuvieron una ‘respuesta significativa-
mente cualquiera que haya sido la localidad y el ano de prueba; y por
lo tanto las recomendac;ones sobre los mejores tratamientos podran ex

tenderse a toda la regidn y a cualquier periodo de tiempo.
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2.4.3 ‘Experimentos con Cultivos Perennes

2.4.3:1: Reéeticione en tiempo. v
. En el caso mias stméle, si se tratara de un solo experimento que
tiene éermanencta a lo largo del tiempo por tratarse de un cul-
tivo éerenne, como en los experimentos con cafetos por ejemplo,
hay tres alternativas de an8lisis : '

o a) Sumar las observaciones anuales de una variable y esta suma, o
cualguier otra forma lineal, conétituye la nueva variable a ser
analizada como si se tratard de un experimento simple. Esta al-
ternativa sin embargo no permite deslindar o conocer el efecto

ambiental de los diferentes afios o periodos.

b) Las observaciones anuales .de una misma variable son consdiera-
das como variables independientes. El conjunto se puede some -
ter a un andlisis multivariado para probar hipotesos sobre e -

fectos simult@neos de esas variables.

En este caso, si por ejemplo se midid rendimiento por parcela

durante cuatro anos, las variables Xy x2, x3 4

datos de rendimiento de cada afio,constituyen un conjunto de

» X, que son los
variables independientes sobre las que se formulan hipdtesis
de efectos simulténeos y se utilizan criterios de prueba es-
tadistica como el de Wilks (5).

., ¢©) Realizar un andlisis de varianza combinado, de los datos in-
- dividuales por afio, conforme el esquema de andlisis del dise -
fio en Bloques Divididos (Split-block).

Conforme a la Gltima alternativa, los componentes del anilisis
de varianza se indican en el Cuadro. 7. Dicho andlisis corres -
ponde a un modelo lineal para una observacién experimental cual-

quiera :
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Risp Pt BB v v aB, \ + BT 4t ik, donde u es
la media; y A, ;j’ Zk son los efectos del tramiento i, el bloque
j y el afio k, que corresponden con la observacién. También se con-

es el error expe

" sideran las interacciones de dos factores; y eijk
‘rimental. '
Cuadro 7. ANVA para el Disefio de Blogues Divididos
Fuénté de Variacidn Grado de # ' Valor esperado del cuadra-
e Libertad do Medio*
Total - _ rta-1 ————
. . I 2
Repeticiones (R) r-1 de +ag 2 t:{ 5 62
. : . . a <+ at r
Tratamientos (T) t-1 o’e2 +al 2 +t{ 2 raZ‘tz
rt a =
L ’ . L t-1
Tx R : Error a (x-1) (t-1) 662. + E‘Gzrt
Afios. (A) © a=1l . ) o’e? + tofa+ rt 6%
L 2 .2
Ax R : Error b {(a=1) (r=1) e +t Gra
Ax T | @D | g’ rrs2
AXTXR = Error ¢ (a=1) (t-1) (z-1) P

A _la parcela principal se adjudica el factor tratamientos (t), en consideracidn
de que &stos, ocupan fisicamente la parcela y permanecen durante todos los afios
del experimento; ‘ vy luego los datos §e cada afo representarian las subparcelas,
con la limitacidn de que los li;ﬁos (A) no tienen r»almente un sorteo sino que o-
curren én‘una secuencia fija a lo largo (o en faja) de las parcelas principales.
Esto Gltimo ‘impone restricciones a las inferencias sobre el efecto de afos; sin
embargo esta alternativa de anilisis es recomendable porque permite separar y co

nocer el efecto ambiental de anos y la interaccidn afios por tratamientos, com -

*Los suf'ijos: e.r.t.a corresponden con error experimental, repeticiones, tratamie

tos y anos respectivamente.
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ponentes que no contribuyen al error experimental. Al resultar no signifi-
cativa la interacci®n AxT, elle indica cierta estabilidad o consistencia del

efecto de tratamientos a lo largo del tiempo.

Cuadro 8. Resultados de un ensayo de rendimiento de variedades de caf& en

los afios que se indican. Peso de café una en kg. por parcela (xi ).

Campamento, Olancho.

jk

Afio/Repeticién Vl V2 V3 TOTAL
1983 T 4.40 3.83  3.60 11.83
11 5.60 5.00 4.90 15.50

III 4.10 4.50 4.1p0 12.70

Sub-total 14.10 13.33  12.60 40.03

1984 1 4.61 4.20 3.59 12.40
11 5.20 5.25  4.50 14.95

111 5.30 4.75 5.60 15.65

Sub-Total 15.11 14.20 13.69 43.00

1985 I - 9.10 7.41  4.00 20.51
Iy 6.99 |  7.01  4.92 18.92

11 7.15 6.18  3.72 17.05

Sub-total 23.24 20.60 12.64 56.48
TOTAL 52.45 48.13 38.93 139.51
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Considerando que el periodo o afios de ejecucidn del experimento es una muestra
aleatoria de las condiciones ambientales en un lapsa mis:p;olongado’de tiempo,
se estima como aleatorio‘el efecto de arnos (Zk),tamhién el de repeticiones o
blogues (Bj). Por otra éarte, los efectos de tratamientos son generalmente fi-
jos (Ai), debido a que estos no constituyen muestras aleatorias de una pobla -
cidén de tratamientos. Los valores esperados de los componentes de varianza en
este tipo de an3lisis son los gue se indican en el cuadro:7, con lo cual sé
pueden identificar los divisores apropiados para las pruebas “F" de significan

cia estadistica. . e

Presentamos a continuacifn un ejemplo numérico de este gipq_de_&nilisis. Se tr:
ta de un ensayo de rendimiento de tres variedades de café Vl, V2 y V3, que se

condujo en una localidad bajo el disefio de Bloques al azar con tres repeticio-
nes, durante cinco afios; aunque para abreviar ;1 ejemplo se consideran los da-

tos de tres aflos, que se presentan en el euzdro 8.

El calculo. de los componentes de variénza indicados en el Cuadro 7, principia
con el correspondiente a la variacidn total, cuya suma de cuadrados (SC total)

se obtiene de las observaciones individuales del Cuadro 8, asi :

- PC, FC = {x;;;.)z, donde : X... es el gran total,
rta
i=1,2,..., r nimero de repeticiones.

2
SC total =L X 15k

. j=1,2,..., t nimero de tratamientos principales (variedades).

k=1,2,..., a nimero de subtratamientos (afios).

2 2

SC total = 4.40° + ...+ 3.72° - (139.51)2

3(3)(3)

= 768.9521 - 720.8533 = 48.0988




-39-

Prosigune el Qilcplo Qe la wvariacidn entre parcelas principales, para lo cual

se agrupan logs dates en un cuadro de tratamiento x repeticiones (Cuadro 9).

Cuadro 9. Totales por parcela (xi ) en los tratamientos y repeticiones que

3

se indican.

Tratamtento Rep. I " Rep.tTI. .- Rep. III Total
(%;-+)

v 18.11 17.79 ~ 16.55 52.45

v,  1s.44 17.26 15:43 48.13

v, 11.19 14.32 13.42 38.92
Total S L44.74 49.37 45.40 139.51(X...)
x u .. . “ " et . .
( . j . )

En el cuadro 9, también se muestran los totales marginales para tratamientos

(xi..) y repeticiones (X ), que sirvan de contraste para calcular las respec-

<J.

tivas sumas de cuadrados (tratamientos y repeticiones). Entonces :

SC parcelas Principales = PH X?. - FC.

l!.
a 2 2
= 18.11%...+13.42° =720.8533

3 = 13.5199

Se puede advertir que esta SC cuyo valor es 13,5199, se reparte entre los com-
ponentes: repgticﬂ_iones,‘ tratamientos y error a , indicados en el Cuadro 7. A -

demds, como se conoce la SC de variacién total que es 48.0988, por diferencia
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con respecto, a 13,5199 se puede calcular la variacidn restante que corres-
ponde a : subtratamientos (afhos), error h, ihteraccidn TxA y error C; es i -

gual a :
SS subparcelas

48.0988 - 13.5199 = 34.5789

2 -
3
ra

52.‘452 + 48,13

3) 3)

SC Tratamientos = 2 X - FC

2

sCT + 38.932 - 720.8533 = 10.5961

Zx.-fz - FC
ta
2 2 2 :
= 44.74° + 49.37° + 45.40° - 720.8533 = 1.3939

(3) (3)

SC repeticiones

Un resumen parcial de la variacidn entre parcelas, se muestra asi :

Fuente G.L. SC.
Repeticiones r-1=2 1.3939
Tratamientos Tot=1=22 10.5961
.Exrror a (r=1)({t-1)=4 1.5298
TOTAL rt-1=9 13.5199

La suma de cuadrados por error a fue obtenida por diferencia, asi

"SCe (a) = 13.5199-10.5961 - 1.3939 = 1.5298

'Un procediriento similar se.utiliza para obtener las sumas de cuadrados del
resto de componentes, conociendo que se tiene que hacer un reparto de la va—

riacidn entre subparcelas, en este caso el valor 34.5789.
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Las sumas de cuadrados para subtratamientos (afios) y error b se obtienen

del Cuadro 10 de Repeticiones por subtratamientos (anos) :

Cuadro 10. Totales en las combinaciones (x’jk) de repeticiones y afnos que

se indican.

Afio Rep. I Rep. II Rep. III TOTALES ( X..k)
1983 11.83 15.50 12.70 40.03
1984 12.40 14.95 15.65 43.00
1985 20.51 18.92 17.05 : 56.48

La suma de cuadrados para subtratamientos es :
SC anos =£x..k2 - FC
tx

= 40.03°

+ 42.00% + 55.40% - 720.9533 = 17.0791
9

Para la interaccida AXR o error b :
sc AxR =ZX.jk> - FC- SC afios - SC reps.
t
= ].1.832 +...+ ZI.7.052 - 720.7533-8.5396 - 1.3939 = 5.0080
3

La interaccidn Txa se obtiene igualmente del Cuadro 1l.
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Cuadro 11. Totales en las combinaciones (in k) de tratamiento y aiios

que se indican.

Tratamiento 1983 1984 1985 TOTAL
A 14.10 15.11 23.24 52.45
v, 13.33 14.20 20. 60 48.13
v, 12.60 13.69 12.64 _38.93
- .2
sc Txa =Z%i.k - PC-SC_- SC,

14.102

0

3
10.4262

El error c se calcula finalmente por diferencia; y el cuadro.general del a-

nalisis se presenta a continuacidn :

Cuadro 12. Andlisis de Varianza combinao. Peso de Café

+...+12.642 - 720.8533=10.5961-8.5396

por parcela

‘Fuente de Variacién Grados de Suma de Cuadrado “p"
' : Liberta Cuadrados medio

TOTAL 26 48.0988 ]
Repeticiones 1.3939 0.6970
Variedades (T) 10.5961 | 5.2980 (Flm1.84)
Error a 4 1.5298 0.3824
Afios (A) 2 17.0791 8.5396 6.82
Error b 4 5.0080 1.2520 ——— ]
T x A 4 10. 4262 2.6066  10.10%%
Error c 8 2.0656 0.2582 U
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En el:Cuadro 12 se han indicado los valores de la estadistica de prueba "F%,
dénde para este_casoipérticular en que los tratamientos tienen efecto fijo

Yy los subtratamientos aleatorig,no hay de immediato un t&rmino de error a -
propiado para calcular “F" de tratamientos (ver Cuadro 7). Como en la sec -
-&16m-4:1;. se ha recurrido a la pruepa ajustadaide Satterthwaitte (ﬁ)cﬁﬁstgg
yendo un término de error para tratamientos, dadq por : ) '

— e~

B! =C14errdr_§_-l-”Cllm-CMeri'or'g:

Ya que seglin cuadro 7, la prueba apropiada es :

npe =o’e2+ ao’rt2 + rojta + a2512
(féz+ ascrt + r<f'%a

—e

Entonces: F' aprox es :
R B R .

P = .CM trat.= 5,2980- - . =5,2980 = 1.94
©B' - .0.3824+2.6066-0.2582 2.7308

Los grados de libertad para este error, son aproximadamente :

FrE = (E')°
' T 2 : 2 2
: ‘que (a)) ¥ (CMA¢>}§) +A(CnTXA)
£ fb ta -
a : e
= 2,7308 = 10.9232 = 1
0.38242 + 1.25202 + 2.60662 8.5081
4 4 4

El resultado de este ejemplo es que la mayor variacidn se observé entre afios,
lo cual es 18gico cuando se trata de una plantacién jdven, aunque esta varia--
cidn en este ejemplo no llega al umbral de significacién estadistica. Entre
variedades, segfin la prueba aproximada, no hay diferencias significativas; y
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y por oéia'éa;iérla interaccidn variedad x afos es significativa, indicando
que la respueété‘de variedad'ﬁo es estable con respecto al tiempo'y en la
realidad puede observarse que la variedaé'v3 disminuyd su rendimiento -al

tercer ano, al contrario de V, y de V,. Se podrad deducir de este ejemplo

. 1 2°
que las pruebas de significancia efectuadas tienen precisién cuando se tie
nen pocas repeticiones o tratamientos, debido al bajo nfmero de grados en
los divisores correspondientes, con lo cual es poco probable detectar peque

flas diferencias reales entre tratamientos.

2.4.2.2. Repeticiones en Tiempo y Espacio.

En el caso de experimentos con blantas perennes, repetidos en va-
rias localidades, la metodologia de analisis es una extensidn del
caso anterior, incluyendo la dimensidn adicional de espacio; para

determinar los componentes de varianza en el anidlisis combinado.

Por ejemplo, si existe un conjunto de experimentcs similares al des
crito en la seccidon 4.2.1. conducidos en varias localidades es posi
ble un andlisis combinado con la siguiente distribucidn de

componentes de varian=za.
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CUADRO 13 Andlisis de varianza combinado de un grupo de experimentos
IR con plantas perennes. Diseiio unitario: bloque al azar.

Fuente de Grados de Valor esperado del cuadredo medio

ariacién , Liberta Modelo mixto: trat.fijo y resto
_aleatorio
TOTAL ) lrta - 1
Entre experimentos o
2 2 2
localidades -1 6‘& +trfla +ar(lt +r +at :6;

atl

Repeticiones en lo-

calidades 1 (R) A (x-1)
Tratamientos (T) A-1 o-—-— + 1 a o—rt +1r(ta +ro" 2yalx ztz
‘ t-1

LXT (t-i) (1-5.) ) Eax 5-"' + a.ro‘z‘

Se atl 1t
Error a A (t-1) (z-1) oo +ha 2,

N ,

Afios (A) a-1 . L2 2

Ce + Itc;‘: +reg,t ttlo;"

AxL -1 f-1 5'2'+[to‘%a~+‘rt6‘§1v

Error b combinado [(a-l) (r-1) S 6;' + [to‘%a
™A (t-1 (a-1) o + roftl + lros,
TXAXL (£-1) (a-1) (f-1) 52 + xGar

Brror c com-
binado fce=1) (a-1) (x-1)

oo
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El an&lisis de varianza:. presentado en el -Cuadro 13 se basa en un modelo 1li-
fheal para wuna sola observacidn cualquiera Xijkl como el siguiente :

Xtikl =/4 + Li+li ()B;) »+Z"v'£k__,‘-_i- I;zik + 1i (p‘é) + A1+ LAil

+ 1i (ag) + aZ 1 m-iikl + cukl

" donde 1i; ﬁ 5 ,‘Bk y AZ son "1 o s efectos partlcu‘.lares de localidad i, repe-

ticién j, tratamiento k y del afio 1, a los cuales corresponde la observacidn
Xijkl.

Se incluye en el modelo tres interacciones de dos factoresv y una de tres fac-

'tores, entre localidades, tratamientos y afios. Ademas, los componentes 11 (p ),

11 SB‘b) )4 li (Ap) y el error ¢ijkl; los cuales son efectos "anidados” de re-
peticiones y las mtqraccxones TxR, AXR; 'l‘xRxA (exrores "a", "b"™ y "c" de los
andlisis de cada localidad). - B .

Los valores esperados de los componentes de varianza, en el Cuadro 13, fueron
derivados del anterior modelo, considerando que' los efectos de tratamientos

son fijos (6i) y los restantes efectos son aleatorios.

En el Cuadro 14 se presentan las expresiones y procedimientos para el cdlculo
numérico de las sumas de cuadrados de cada componente del anilisis de varian-
za. Como podrad observarse, dicho cilculo se facilita si previamente se han he-
cho los analisis combinados péra cada localidad, dado que 1l~s componentes de

varianza de efectos "anidados" son en el analisis global, las sumas de los va-

-lores parciales o de cada localidad.
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CUADROS DE LOS COMPONENTES DE VARIANZA

COMPONENTES -

~-DEPINICIQN O PROCEDIMIENTO DE.CALCULD .

SC TOTAL ..

g

Localidades: =
sc (1)

Y
R

Tratamientos =
sccr)

ER

Repeticiones en= .

localidades
Error a cambinado- -

sc ) =

SC AxL

Sy g
o X

z‘zz IS iu.— o 2 3222 2..
‘.?5..-_;1.% g5 *eeee ) =13k * gk - FCq

. .donde: factor de. cm::;_,e“qgi;.{;pw geneig;r FCg=x2. cee /11:1:3;B

(251 2Xijk1)?

o ijk
—— e A - Irta
T - . - P T
- *i—-@i t!v"x-v—'&:o‘)z = zixiq ce e ™ ch:_;_ J_‘ o '
rta
- - T ¥ - :
z(x” _x..”.)z - kx eon Ko FPCg ; .
k k. LR F o P : ——
223 0 % 3 e =2 oL -
i3 (x;l.k. X enn x..k7+x....) i XX k. FCg sc(L)
oo ) ra . -SC(T)

| se suman los valores SC repeticiones de los anilisis in-

Sy

dividulaes d; cada loc;iibaa.vh

Se suman los valores de SC error a, de cada localidad

%‘(i =%..)2% = Exz - FCg
2 "?r‘t'!

2 x, X
. i"l“"("xi- .1 Xi. .

Error b combinado
SCTxA

Error c combinado
SCTxAxL

Sub-fndices utili-
zados

-X..1 +%...)2 =§§‘n2..1 - FCg - SC (A)-SC ()
rt a
Se suman .los valores de SC error b, de cada localidad
22,3 -7 _"'.:.:.‘ 7 2= 2}\: P - -SC(a)
kl(x..k]’. Ko Ko 4K Ex sy 3= PCg -SC(T)
- EER IR . 1r . .

Se suman “los valores de SC exror-¢, de cada localidad.
Por diferencia, entre SCtotal y las SC pretiamente cal-
culadas.

Localidades: 1,2,,,i...L repeticiones:1,2,...j..r
Tratamientos:1.2,..k.t.. Anos: 1l.2..1,.a
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Para ilustrar el procedimiento de c&lculo, utilizamos los resultades del

cuadro 8 obtenidos en c:npuei;to Y agregamos los de otro ensayo similar, .
conducido en Catacamas. El conjunto de resultados en las dos localidades

indicadas, se muestra en el siguiente cuadro 15.

Cuadro 15. Rendimientos experimentales (Kg café por parcela) en dos
‘localidades; Campamento y Catacamas, cosechas 1985 y 1986

CAMPAMENTO CATACAMAS
} Variedad/Rep. 1983 | 1984 | 1985 | Total 1083 | 1984 | 1985 | Total
L wn Rep 1 4.40 | 4.61] 9.10| 18.11 6.73| 3.94 |11.43]22.10
% Rep 2 5.60 | s.20| 6.99 | 17.79. 6.90| 4.56 | 9.32|20.78
i ~ Rep 3 4.10 | 5.30| 7.15 | 16.55 6.47| 4.69 | 9.47|20.63
L o2 Rep 1 3.83 | 4.20] 7.41 | 15.44 4.08 |-4.50 | 8.41]16.99
% Rep 2 5.00 | 5.25| 7.01 | 17.26 5.25| 5.52 | 8.20]18.97
i Rep 3 4.50 | 4.75| 6.18 | 15.43 4.76 | 5.01 | 7.60]17.37
V3  Repl 3.60 | 3.59| 4.00 | 11.19 6.15 | 3.79 | s.62|15.56
Rep 2 4.90 | 4.50)] 4.92 | 14.32 6.46 | 4.78 | 6.48/17.72

Rep 3 4.0 | s.60] 3.72 | 13.42 5.67 | 5.96 | 5.72|17.3s

Se realizd un andlisis para Catacamas en forma similar al de Campamento
segiin' la metodologfa indicada en la seccidn 4.2.1.Los resultados de estos
andlisis son Gtiles en la determinacién de sumas de cuadrados totales y de

el cuado 18.

compoderiées »"anjalados";} y los resultados parciales se muestran adelante en




Siguiendo las

SC Total

SC Total = 4.402

expr

2
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% % |
-t ¥x Txtjr-rcqg
+o..42.72%46.73%. . 45,722 —pC g

" "Pcg = 306.98° = 1745.1245

54

SC Total - = 1989.3634 - 1745.1245 = 153.2389

Lo L.
esiones de cdlculo del cuadro 14, se obtiene lo siguiente:

‘Para obtener las SC.de localidades, tratamientos e interaccibn de estos dos

factores, se utilizar@n totales como los que se muestran en el ‘cuadro le.

Cuadre 16. Totales para las combinaciones de localidad, tratamiento y aiio

que ge indican.

. CAMPAMENTO CATACAMAS
Variedad 7983 | 1984 | 1985 |Subtotal | 1983 |1984 [L985 Subtoal | Total
a1 14.10| 15.11 | 23.24| 52.45 © 20.10| 13.19 30.22|63.51 |115.96
v2 13.33| 14.20| 20.60| 48.13 14.09| 15.03| 24.21[53.33 |101.46
v3 12.60] 13.69 | 12.64] 38.93 " 18.28| 14.53]{17.82|50.63 | 89.56

TOTAL 40.03| 43.00 | 56.48 | 139.51 52.47] 42.75|72.25|167.47|306.98

SC localidades =zx21... - FCg

SC tratamientos=1 X..

rta

= 139.51%+ 167.47

2

2

k. - FCq

lra

27
SC localidades = 1759.6015 ~ 1745.1245 = 14.4771

- 1745.1245

18

= 115, 9624101.. 46°+89.562- 1745.1245




sC tratnteaz{'as = 1764.5470 - 1745.1245 = 19, 4226
)

scm-zz - PCg - sc(L)—sc('r}”
ra . - . S
- 52.45% .,0450.637 - 1745,1245 - 14.4771 - 15.4226 = Lot
5 ki)

SC TaL = 1780.4500 - 1745.1245 - 14.4771 - 19.4226 = 1.4259
SC repeticiones en localidades ST - ot
SC repe (L) = 1.3939 + 0. 4791 = 1 9730 AR Lis(Cuadto-18)- - e e
SC exror a canb:l.nsad;{ o A S S A
SC error a= 1.5298 ¥ X.6977 = 3.2275 - -.- . {Cuadro 18)

El Cuadro 17 es un resfmen de totales que facilita los contrastes para cal-

cular los SC de aflos y de afioe x tratamientos :

Cuadro 17: Totales para las combinaciones de-afio.y.yvariedad (Kg. uva)

Afio. 1983 - | . 1984 1986 Total
Variedad ‘
vl 34,20 - 28.30 53.46 115.96
T T T w2 T 2742 1 29.23 44.81 101.46._
L v3 20.88 - 28.22 30.46 89.56
Total 92.50 | 85.75 128.73 | 306.08 - 1 -
T - Taz




Cnadro 18: Componentes de varianza, en los anflisis de

cada locali@d.

Grados de

Campamento

8C ’aﬂoe = 1

1rt

= 92.502+85.752+128.73

2

18

- 1745.1245

8C aflos = 1804.4847 - 1745,1245 = 59,3603

SC afios x localidad = Zm}e - ch ~ SC(A) - 8C (L)

rt

SCAxL + 40.032 + .. + 72.252 - 1745.1245 -~ 59.3603 - 14.4771

9

SC AxL = 1826.9019 - 1745.1245 ~ 59.3603-14.4771 = 7.9401

Brror b combinado

8C error b = 5.0080 + 1.2520 = 8.6066 (Cuadro 18)

Fuante ~ 'Libertad sC oM segesgggegﬁ

Total 26 48.0988 - 90.6630 | 0.2396
Repeticiones 2 1.3939 0.6970| 0.4791 | 0.2396
Tratamientos 2 10.5961 5.2980| 10.2520 | 5.1260
Error a 4 1.5298 0.3824| 1.6977 | 0.4244"
Afios 2 17.0791 8.5396| 50.2210 |25.1105
Brror b 4 5.0080 1.2520| 3.5986 | 0.8997
Trat.x afios 4 10. 4262 2.6066| 22.3180 | 5.5795
Error c 8 2.0656 0.2582| 2.0956 | 0.2620

Nx.1- PCq




8C tratamientos x aflcs -28‘!5‘.."&1 -PC g=8C (T) = 8C (A)
1r

2 2

+ ...+ 30,46
6

8C TxA = 34,20 = 1745.1245 -v19.4226 - 59,3603

8C TxA = 1853.4069 - 1745.1245 - 19.4226~59.4603 = 29,4996

Brror ¢ ccabinado
8C erxor o= 2,0656 + 2.09%6 + 2.09%6 = 4,1612 (Cuadxo 18)

8C TxAxL = SC total - SC de componentes anteriors
- = 183,2389 - 149.9939 = 3,2450

Los oflculos anterioces conducen al cuadro general de anflisis de varianza
Cuadro 19 Anflisis combinado de los dos experimentos

!

4 - - Grados de ' ' Suma 4 Cuadrado )
Fuente _ Libertad Cuadrados | medio
Total 53 153.2389 -

Looslicad (L) 1 14.4771 | 14,4772 4.01
Reps. en localidades 4 1.8730 0.4683
Tratamientos (T) 2 19.4226 | 9.7113 1.29
LxT 2 1.4259 0.7130 0.88
Error a combinado 8 3.2278 0.4034 -
Afios (A) 2 59.3603 | 29.6802 3.48
AxL 2 7.9401 3.9701 3.69*
Error b combinado 8 8.6066 1.0758 -
TxA 4 29.4996 7.3749 9.09%, -
TXAXL 4 3.2450 0.8113 3.12%
Error ¢ combinado 16 4.1612 0.2601

*Significativo P= 0.05
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Para concluir el Anai!.isis; que se érgs-enta en el Cuadro 19, se puede indicar
que las finicas pruebas de significancia que requieren un poco de atencidn,por
a0 ser visibles ée inmediato cuales son los divisores apropiados para calcu -
lar la estadistica "F", son los de efectos de localidades y de tratamientos,los
que por:ctea.'to_ son de. gran :hnportancia. ' ’

Segfin el modelo mixto de este ejemplo, se podrd observar en. el cuadro 13, que
los valores esperados de los componentes de varianza i.ndican que para el efec
to de localidades se necesita un divisor de la forma :

2 . 2 2 '
tr e
O’e + 61& (I (1?_"' rthl'

(A

Para la prueba F; el &:ual se obtiene con :

' T - - |
E'! = CM LT Q‘AL Brror b o e e

L O o Ao

Entonces "F" = CM, = 14.4771 = 4.01
- 0.7130 + 3.9701-1.0758 CLoadE

El divisor utilizado tiene aproximadamente 2 grados de Iibertad, conforme a
la expresidn : : g e
#2° &")? L
2 2 3
_2_ + CMLT + CM AL

fb fet falr

== (3. 6073) ' = 1.6

y ZX > 5
1.0758)2 + (0.7130)%+3.9701)2
3 ) a
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La prueba “P" para taatmentoe, también requiere la elaboracidn de mn Adivi-
sor apreptade, de manera similar el caso de anflisie de una sola localidad,
viste en la oecci&n 2.4.1. Este Aivisor es:

E® = dl,m-i- Error a-Error c = 7.5182,
el coal tiene aproximadamente grados de ljbertad dados por :

- ()2 ' ' - (7.5182) > . = 411
62 2 2 . 2 2 2
E3. +nb o’ " (0.4034)“+1.0758) +(7.3749) : s
}"a fb ca 8 8 4
Entonces : _ : :
"P* = 9,7113 = 1.20  con 2:4 grados de liberta
7.5182

Para loa restantes efectos e interacciones, las pruebas de significancia se
realizan por observacidn directa de 1os divisores adocuados sugeridos pox
los valores espc:adca del cuadro 13. Asi se tiene que:

Interaccién LxT "P" = Q‘I.T' 0.7130 = 0.88

c“]’..'.l'h 0.8113

Efectos de afios "F" = cuA = 29,6802 = 7.48

QlAL 3.9701
Interaccidn AxL "P" = Cuua 3.9701 = 3.69
Eb 1.0758 .

Interaccin TxA "F" = CM_, = 7.374 = 9.09 ,
0.8113 o

rra




interacci8n LXTXA ‘P! .G"LTA = 0.8113 =. 3.12

Ec 0.2601

Todoe los valores de F calculados se muestran en el cuadro 19, asf como
la indicacién de cuales pruebas alcanzaron o no el nivel de significan-
cia estadfistica a 0.05 de probabilidad.

Aungque son notorias las diferencias entre localidades y entre aiios, es-
tas no alcanzaron el umbral de significancia estadfstica pero si las in-
teracciones AXL y AXT, lo cual .tnblica que las inferencias basadas en

los resultados de estos dos ensayos experimentales deberan restringir -

se a cada lugar en particular y que tampoco podran establecerse concluQ
siones para un mayor ;}ertodo de tiempo, que el de los datos (1983-1985).
Las Adiferencias entz;e tratamtentos (variedades de ca:?é) no son signifi-
cativas, lo que es coincidente con los resultados del andlisis de cada
sitio en particular, Ademis las variedades respondieron igual en las tres
localidades, como lo indica el hecho de que la interaccj.6n TXL no sea sig
nificativa; lo que manifiesta cierta consistencia de las variedades en los
dos lugares; y por otra parte, la respuesta de las variedades sf fue dife-
rente durante los tres afios del ensayo (interaccidn TXA es significativa).
En los resultados anteriores, debe tenerse en cuenta que en este ejemplo,
posiblemente no se detectaron diferencias reales entre localidades y en-
tre afios, por el bajo ntmero de localidades y de afios en el estudio, si es
que se asume un efecto aleatorio de estos factores, con el propdsito de ha
cer inferencias para una regidn geografica y para varios afios.
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3. ANALISIS DE REGRESION LINEAL SIMPLE.
F. Omar Osorio.

2yt Tl . P . -

Un moddelo de regresién define una relacidn de dependencia. Al estar en
conocimiento de dos variables relacionadas (o concomitenﬁes), el experi-
mentador busca un medio para expresar las relaciones funcionales entre
ambas variables. Es decir, buscari establecer una funcién de tipo matemf
tico que permita expresar el tiﬁo y caracteristicas de la relacidn entre
variables, asi mismo es posible que se interese en conocer el grado de -
precisidn que se tiene al predecir el valor de una variable téniendo'ergqi
lor de la variable relacionada. Esos objetivos pueden alcanzarse a través
del analisis de regresién; en este sentido puede decirse que el andlisis
de regresidn busca la mejor relacidn funcional entre una variable (depen

diente) y una o mis variables (independientes).

3.1 MODELO DE REGRESION LINEAL SIMPLE

% Considerese el modelo siguiente :

Yi= $° +-B1x.\+E;~ : ) ‘ H i= 1-2,........,1‘1

donde:
Y. = variable aleatoria observable

>
[VHONTN

constante conocida

€. = variable aleatoria no correlacionada, con media cero y
Lex non 2Y : .

varianza comin.

[

$oB1 = constantes desconocidas, parametros del modelo

El modelo descrito se conoce camo "modelo de regresidén lineal simple”.
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A la variable Y. se le denonina variable deéendiente Ques cualquier va-
lor de Y, depende de 1a poblacifn muestreada, la variable X; es denomi-
nada variable :lndependie.nte o argumento. El prop&sito del andlisis con-
siste, entonces, en buscar la relacidn que permita explicar la variaciéa
observada en la variable dependiente como funcibén de la variable iudepen

diente, siempre que tal relacién exista.

Los valores P" P$ y E{, son desconocidos, en efecto €., es. daiffcil de
determinar pues cambia con cada observacidn Yi' sin embargo, Pp Y Pl per
manecen fijos y, aunque no podamos conocer su valor exacto, es posible
cbtener sus estimadores b, y by , as! el modelo de regresién lineal sim-
ple estimado pnede escribirse de forma : :

918b9+bzxi 7 is 1.2'0-0000000' n

Esta ecuacidn puede ser utilizada como uan ecuaci6h predictiva, conocien-
do un valor de xi podemos predecir el valgr medio verdadero de Yi para
tal valor de xi ; )

El procedimiento de estimacidn de Fo y p, (bg , by) que se utiliza, es

el de minimos cuadrados, este procedimiento busca encontrar los valores
de la ecuacidn que minimicen las desviaciones de los valores observados
con relaciSn a los valores estimados por la ecuacidn ajustada ,(Yi-Q ).

Si
Yi’}o +}1Xi+gi 3 1i=1.2,.cc00ccep

o7

La suma de cuadrados de las desviaciones con relacién a la linea de regre-
sién es : 2
2 X )
s=2¢] =% (Yi{ -Po -PsXi

Para buscar los valores de b, y by que hagan un minimo el valor de S, de
rivamos la funcidSn S primero con respecto a p,y luego con respecéo a ’, .




"igualando a cero ambas derivadas

25/98s = -2 (1 - By - B1xi)
3S/aBs = 2LXj (¥i - Bo - B4 Xq)

sustituyendo bo b1 per B°JB‘

(¢, - b, - byX;) =0
EX, (4= by = byX;) =0

£y, - nb, - b, ZX; = 20
XY~ Bo £X; - b, 82X, =0

ordenando : .
o bn + bltx- =3Y

12 ]
X i=BX.Y

DoEX, + b ¥

1

&
a estas ecuaciones se les denomina "ecuaciones normales", a prtir de ellas

se puede despejar los valores de b, y by , en este curso 80lo se harén esti
maciones mediante el uso del algebra de matrices, otras estimaciones mis -
convencionlaes se explican detalladamente en todas las referencias anotadas
gl final del tema

3.2 Interpretacidn

Representemos el modeb ¢ i=hy +b1X; por la figura siguiente :
9 ‘ '

, | y

b unidades

Qi’ bo+blxt

lunidad

N
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Cua.lq\ner punto en la linea de regresxon tiene una abscisa Y y una orde-
' nada X que satisfacen la ecuacion. Cuando x toma el valor cero (0), b,
es el punto donde la linea de regresion Intercegta el eje de Yi. Un cam -
bio de 1 unidad en X resulta en un cambio de b; unidades en Y, y por esto
se dice gue b es una medida de la pendiente de la 'linea de regresidn. En

el contexto anterior, a la ecuacidn se le denomina ecuacidn de regresidn,

a la linea 1linea de regresién y a los estimadores b, y b, coeficientes

de regresidn.

3.2 Estimacidn Mediante el uso de Algebra de Matrices.

Sea el modelo de regresidn lineal simple :
Yi”" +ﬂ’xi+ei ; 1,2,...0..., N

la expresifn puede expandirse y,
Hh=h A te
T Y25 Bo T AR v &2 S e el

Yy =P+ Pi¥yy + °1 S e

1 ] : . - £ Dt s oo
- . . o . . ‘ ~ . 4 R

- . - - Sl A s

Y =B A1 x 1+ én
este sistema de ecuaciones puede representarse en foma matn.cial por:

v=158+e

Y = un vector (n x 1) de valores observados

donde:

X = una matriz (n x2) de forma conocida
'8 = un vector (2 x 1) de parametros

€ = un vector (n x 1) de errores
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¥ T X, M
Y 1 X 2
2 21

' 1 x| [Bs 3

® L ] L] pl

- = L] o ) +

€

8 R S ex

Y x B {3

Trabajando con el modelo muestral podemos sustituir, entonces por :
Y=xb

El prop8sito es resolver el sistema de tal forma que se obtengan los
valores ‘del vector b.
Es posible demostrar que:
Y =Xb
X'y = X'xd
X'Xb = X'Y
b= (x*x)"1x'y

Resolveremos el sistema con un ejemplo mmé;ico a fin de clarificar el pro
cedimiento de calculo.

En la Direccifn Agricola Regional del Norte,en el afio 198l1,se realizd un ex_
perimento en el cual se evalud el efecto del nitrdgeno sobre la produéci6n
del mafz, en la localidad de lLa Zorroza, Moraz&n, Yoro.
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..Rendimiento Pramedio Kg. de
en Ton/ha. NitrSgeno/ha.
5.85 160
5.28 120
5.22 80
4.63 80
4.29 80
3.78 80
3.78 80
3.78 80
.3.35 40
2.28 0

Matricialmente, la situacifn se puede represetar por :

r— oy
5.85

5.28]
5.22
4.63
4.29
3.78
3.78

2.28

3.35}.

1.85

Y

sip = @x)°}xy

u
MY

—

160}

120

|oo;‘888888




-63-

Lo primero que haremos seri obtener la matriz X

1 1l 1 1 1 1 1
160 120 80 80 80 80 80

1 1l 1 1 1 1 1
l60 120 80 10 80 80 80

10 720 |°7
’ =
Por lo tanto : (X'X) 720 73600

1 1 1 1 17 "1 1

1 ] = °
X 160 120 80 80 80 80 80

=

40

40

(=)

o

H R R R R e

5.85
5.28
5.22
4.63
4.29
3.78
3.78
3.35
2.28
1.85

160
120




40.3
x'Y=
3439.6

En consecuencia :

720
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Recuerdese el sistema de ecuaciones normales :

bgn + blﬂxI =8Yi

bOZXI + bl Bx:

Puede presentarse por :

-

n

X

— -
7201 -1 40.31
73600 3439.6
2
=EXx, v,
DX, bo | IX,
2x2 b XY
3 1 i
X'x b x'Y



IX'XI = 10 (73600) - 720 (720) = 736000 - 518400 = 217600

- 1 720 -1 73600 -720 |
@t |10 E
: 217600 217600
720 73600 -720 10
- | 217600 217600 _|
@'t 0.3382352 -0.003308
0.0033088 0.0000459
Entonces
-3382352 - 0.003308 | 40.31 2.253312
b= .
0.0033088 0.0000459 3439.6 0.0244999

Si b1 = 2.253312, y bl = 0.0244999, entonces

§ = 2.253312 + 0.0244999 N

3.4 EL ANALISIS DE VARIANZA.

El anflisis de varianza para la regresidn tambié&n puede realizarse

utilizando el algebra de matrices, el esquefia general para tal ani-

lisis es el siguiente:
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_ Puente de N Suma de Cuadrado R
Variacidn G.L. Cuadrados Medio
N syvy_ 2 /n
Regresifn 1 b'l'?'-(‘mi)z/n b'X'Y= (Y, )2/n CMR
, CME
_Error -n=2 Diferencia SCE/n-2

Total corregido n-1 — 'Y - (2 Yi)zln

Aplicaremos el esquema al ejemplo mmérco anterior :

Suma de cuadrados debido a regresion :

R 2
SCR = b* X'Y - (T¥,)/n

SCR = | 2,2533]12 0.0244955] 40.31 - (40.31)2/10

o -

, S C oo |3439.6 -
SCR = 175.10086 - 162.48961 = 12.61125
= 4 ;

Suma de cuadrados totales :

2
SCT = 177.6105 - 162.48961 = 15.12089

Suma de cuadrados debido al error:

Entonces::

SCE = SCT - SCR
SCE = 15.12089 ~ 12.61125 = 2.50964

Puente de Suma de Cuadrado
Variacién G.L. Cuadrados medio F
Regresidn 12.61125 12.61125 40.2
Exrror 2.50964 0.313705

TOTAL 9 15.12089
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R2 = coeficiente de determinacién 7
Rz a  SCR/SCT

R? = 12.61125 / 15.12084 = 0.834
R = 83.4%

CV = coeficiente de variacién = V CM Erroxr / ()'_'.Yi/n)
Cv (100) = 13.89%

2

El R® mide "la proporcién de la variacidén total observada en Y, que es ex-

i
presada o &xplicadapor el modelo de regresidén”, es de desear que el valor

dep.2 esté lo mds préximo posible a 1 o a 100% si se le expresa en porcenta
je. En nuestro caso el modelo de regresibn logra explicar un 83.4% de la -

variacidn total observada en la variable dependiente.

. ASUNCIONES BASICAS

Hasta este momento hemos ﬁrocedido sin establecer requisitos al modelo de re
gresibén lineal. Solo se han efectuado calculos aritméticcs.. Sin embargo es
conveniente establecer ciertas asunciones bdsicas del modelo de regresién.

Sea Yi"Po + Bs Xi+ ei ;s 1=1.2,.0..., N
; 2 P
1) € 4 es una variable aleatoria con media cero y varianza § comin

E (ei) =0
Y (g,) = &
2) Los errores no estan correlacionadoscuando i # jJ
Cov (51' E-j) =0
Por lo tanto
E(y i) = p; + P‘xi
Vi) = g
3)6i es una variable aleatoria normalmente distribuida, con media cero y
varianza comin, por la asuncifn 1) tenemos que :

2

éiNN(O; s)
bajo esta condicidn los errores no solo no estén correlacionados, sino que
neces..riamente son independientes. Ademas de lo anterior, se supone que la

variable independiente X; es medida sin error, sus valoresson fijos.
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N . o 4, ANAL!SIS DE REGRESION LINEAL MULTIPLE

v

P. Omar Osorio

La regresién de !‘i aopre una sola variable indepgndiente, en ocasiones
es inadecuada para explicar clarmente la relacidén de dependencia busca
da. Dos o més variables independientes pueden estar dispoﬁibles para -
proporcionar informacién adicional sobre las variaciones observadas en
Y,. la metodologfa a utilizar es una ext.:ensién del uso del modélo de -
regresidn lineal simple, es evidente que el proceso aritmético se in -

crementard al aumentar el n@mero de variables independientes.

Trabajaremos sobre 4os variables indépendientes, la aplicacién del mé-
todo a mis variables independientes es obvia.

MODELO GENERAL DE REGRESION LINEAL MULTIPLE.

Sea
Yi = PBo + plxli +ez¥ +€ ; i=1,2,...., n

X_ = constantes conocidas

B By = parametrogdel modelo
variable aleatoria observable
variable aleatoria no correlacionada, con media cero y

o]
A

2
"

varianza comfn.
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En este nodelo se requieren las mismas asunciones basicas que las es-

. tablecidas para el modelo de regresi&n lineal simple.

.ananente requezinosoevtinaz el valor de los pa:ametros del modelo,
para ellos utilizaremos nuevamente el método de mih:l.m:s cuadrados, sea
e - ¥ ‘bo + b xli + bzxzi

El método de uintnos cuadrados se propone mnm;z;r la sma de cuadra-'
dos de Qs errores, (2‘.5 ) =Q

1 o 2aliz. s 'xc,.L :
0 =Ze;. -zey Yym By = ByXy =X, )

i i

Para minimizar Q, se -dbrivacparcialmente la funcida con relacién a cada
coeficj,éntg -de, r_:ggg.:egién y se igualan. a cero les deri* . Jias pl?tenidas :

aQ/abo =0
3Q/3dbs =0

QQ/ by = 0
Lo cual 43 origen al sistema de ecuaciones normales :

bn+bxx +b X, = ZIX

2 T
] {
be + by Ziz -
i 1 R EX Xy T BN Y, .

bfxz +b, X, x +b2x2; - DX, ¥, <.

Resolvx.endo el sistelna, se obtienen los valorés de b 4 bz, este sis-

1,

tema puede resolverse mediante matrices, si :

X'z = X't
DL i > B
b = (X'X) X'Y
0 x - ' _
1 X, b ] B
i o i
X 2
1 X, X, X b X, Y
! 1,24 1 1
2 X ¥
X X X b
| % ztxlz 2 |2 ] L % ]

z'x b X'y




La solucidn es

Como ejemplo, utilizaremes los resultados obtenidos en un experimento de cam-
po realizado éog la Direccidn Agricola Regional del Litoral Atlantico, con -
mafz, en la localidad de Brisas de San Pedro, Bajo Aguin, en el Semestre 1980-B.

dnica si
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3’_X|7‘ 0

Rendimiento - -Kg. de - N2

en Ton/ha. Y " 'N/ha.
4.01 (o} (]
3.84 0 0
4.64 40 1600
5.50 80 6400
S.75 120 14400
6.23 160 25600
5.97 80 6400
5.56 80 6400
5.78 80 - 6400
5.62 80 6400

En consideracifn a el -hecho conocido de que en una cierta etapa de las funcio-
nes de produccifn agrfcola los incrementos en los rendimientos son decrecien -
tes, pudiendo los mismo describirse en forma grafica a través de una pardbola,
parece razonable proponer como modelo de ajuste una ecuacidn de regresidn de

segundo grado del tipo

:9 =bo + BN + b) N°
ng_lo tanto, en forma matricial tendrfamos:
N N
4.01 1 0 6]
3.84 1 0 0 - -
4.64 1 40 1600 bo
5.50 1 80 6400 - °
5.75 = 1 120 14400 bl
6.23 1 160 25600
5.97 1 80 6400 b2
5.56 1l 80 6400 .
5.78 1 80 6400
5.62 1 80 6400
[ —
4 x ‘b




Entonces si
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L

Y = X Lo Rigea
X'y = xnnf fRT
xln -- xl'
b = xm Iy
x* e (2 1 1 1 1 1 1 A
0 40 80 120 160 80 80 80
0 160 6400 14400 25600 6400 6400 6400 6400
@'x) = | 10 720 73600 52.9
. |7120 _=-7 73800 8448000 1 X'Y=| 4246.8
73600 .. . 8448000 1070080000f - - ¢ | 431664
‘x'x"l = 1.5826944 x 107>
qt'x)'ls 0. 466873706 - 0.0093944099 0.0000420549
-0.0093944099 0.0003338509 -0.0000019895
0.0000420549 -0.0000019895 0.0000000137_ |
3.894451346 ~b_ = 3.894451346
b= X'X)'x'y = | 0.0286451863 | ; b, = 0.0286451863
-0.0000906121 " b, = 0.0000906121
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Por lo tante, la ecnacidn de regresidn queda como sigue :

§ = 3.80445 + 0.028645 N -0.0000906121N>

La ecuacién corresponde a una lf.nea de regresidn similar a :

YJI

(0,0 ‘ ' N7 .
Nos interesa evaluar la Ho: 81-82 = 0 contra ;1 # ’2 ¥ 0, tal prueba de
hipStesis se hace a travds del andlisis de varianza para la regresibm ,
el _cuadro de tal anflisis para el caso de P variables independientes es:

Puentes de Suma de Cuadrado )

Variacidn G.L. Cuadrados Medio

Regresién P bx'y-(Bv,)7/n  BXY-(EY,) 4 _Om
» _ P CME

Errox ) n-lfip Diferencia SCE/n-1-p

Total Corregido ®K-1  Y'v- (zyi)i/ n

De tal manera que:
Suma de cuadrados debido a regresidn :
SCR = b'X*¥- (£¥,)/n
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SCR = | 3.894451346 0.0286451863 -0. 0000906123 52.9 - (52.9) 2/10
4146.8
431664

SCR = 285.6883532 ~ 279.841 = 5.8473532

Suma de cuadrados totales :

SCT = Y'Y’ (zYi)yn

SCT = 286.028.-~279.841 = 6.187
Sumas de cuadrados del Error :
SCE = SCT-SCR

SCE = 6.187-5.8473532 = 0.3396468

Por lo tanto el cuadro del anilisis de varianza w@i como sigue :

Fuente de : Suma de - Cuadrado. .
Varianza . GiL. Cuadrados. - - _Medio _ Pc

S g i . . )
Regresidn 2 5.8473532 2.9236766 60.2559
Error 7 0.3396468 0.0485209
Total Corregido 9 6.187

La relacidn calculada de Fc se compara con una valor de Pt en tablas con,

2 y 7 grados de libertad, al valor decC= 0.01 el valor de tales tablas

es de 9.55;por cuanto Poc>Pt, se rechaza la hipStesis nula, aceptindose la
H,:por lo tanto aceptamos que los coeficientes de regresién son diferentes
de cexo. Otros criterios para juzgar el modelo de regresidn propuesto son:

el R2 L3




78~

R2 = SCR/SCT = 5.8473532/6.187 = 0.945

R? (00) = 94.5%

El R2 nos indica que la ecuacidn de regresidn miltiple ajustada permite

explicar un 94.5% de la variacidn total observada en la variable depend-
diente.

Es posible sentirse satisfecho de la ecuacidn de regresidn ajustada, sin

embargo afin es posible obtener mas informacién sobre la misma.

Es de inter8s evaluar en forma individual los coeficientes de regresidn
bl y 52' para ello se recurre a la prueba de t, de esta manera se hace

una prueba de hipdtesis para cada coeficiente :

Ho : biv= 0 contra Hi : Q{ # O
La prueba se hace calculando un valor de t tal que:

tc = Qi-o

bi
El valor de sbi (errxox estandar de pi) se calcula utilizando los elementos
de la diagonal de la matrfz (x’x)-l, sea

‘ w w
. 1 12 13

%1 %2 %3
41 %52 u43

L ——
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Error estandar de bl

B = \/M Error (@ 22)

®pi = \/ 0.0485209 (0.0003338509 ) = 0.0040247666

Error estandar de bz

®p, = \/OM Error (@

2 '33)

3 A_. - : '«._
b2 = \/f6i0485209 (0.0000000137) = 0.0000257825

Por lo tanto :

tc para b1 es : Tc = b1 -0
s
By
tc = 0.0286451863 - 0 = 7,117
0.0040247666

tc para b2 es : Tc=b,_ -0

tc = =0.0000906121-0 =~3.514
0.0000257825
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Ambes valores de Tc son comparados con valores de t tabulados con n-p
grados de libertad en nuestro caso 10-2 = 8 grados de libertad, t valor
con uncC = 0.01 de 3.355, como vemos en ambos casos | te |>Tt por lo tan-
to se rechaza la Ho y aceptamos la Hl ; !:>1 ¥ 0 lo cual significa que am-
bos coeficientes son altamente significativos, en terminos de nuestro e -~
jemplo eso significa gque tanto el efecto lineal como el efecto cuadritico
del nitr8geno son altamente significativos. Todos los resultados obtenidos
permiten ganar confianza en el uso de la ecuacidn de regresién ajustada ,co
mo modelo que permite explicar la relacidn funcional del nitrSgeno aplica-
do al cultivo y la reséues-ta obtenida por este.

La aplicaci8n del modelo de regresidn lineal miltiple a mas de dos varia-
bles (pueden ser dos'o mis factores productivos) solo es una ampliacidn

de lo aquf expuesto, obviamente ello obliga el manejo' de matrices de mayor
dimensién, sin embargo calculadoras manuales ya poseen rutinas de inversidn
de matrices, en algunos casos (quiz& la mayoria) se requerira recurrir a
un sistema de procesamiento de datos con la finaglidad de ganar tanto tiempo
como seguridad en los resultados.
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4

5. ANALISTS ECONOMICO:" DE EXPERIMENTOS
CON PERTILIZANTES.
v

F. Omar Osorio

T L el
SN e Il

- Conceptos sobré metodologfa de superficie.de respuestas

La metodologfa de cuéerf:lcie de respuestas (MSR), puede conceptu-
.1izarse como un conjunto de t&cnicas estadfstico-matemSticas, cu-
'yo ‘ébjsthvo eé’ determinar las mejores condiciones en que opera un
proceso para lbgraz resultados Optimos, lo que a su vez pgxnite -
un mejor conocimiento de la naturaleza del sistema de operacibn -

. del proceso.

El proceso estf regido por leyes que Qobie:nan una relaci&x causa-
efecto, en general involucra una variable de respuesta o resultado
la cual se expresa como una funcidn de factores causales denomina-
dos variables independientes. .

I.a metodologia de superficie de respuestas ha sido més utilizada

en la ingenierfa de procesos industriales, especialme:-mte en el cam
po de la quimica, después se ha llega'dc; a utilizar en diversos cam
pos de la investigacidn cientifica, encontrandosele muy Gtiles apli
cacio\ms en la investigacidn agronSmica. En este campo el investiga
_ dor se interesa en obtener un mejor conocimiento de las relaciones
existentes entre productc;s e insumos, ya que este conocimiento le
permite enterarse no solo del tipo de relacidn funcional existente
entre los factores y el producto, sino porque ademis puede utilizar
se en la finalidad de estimar el nivel de utilizacibn de los factores
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productives con criterio tanto productivo como econémico.

Para lo anterior el_invgs;igador debe recurrir a diversas técnicas
que le pemtan determinar las condiciones Gptimas del proceso des
de el punto de vista econSmico, en ese sentido, por lo general,el
investigador agrfcola esti interesado en desarrollar recomendacio-
nes cuya utilizacidn por parte de los productores les proporcione

un retorno econdmico (beneficio), que haga estimulante la actividad
productiva.

nstimacidn de Sptimos econdmicos bajo cendicidn de capital ilimita
do.

En agricultura el dl’:jétivo final del productor, generalmente, no

es obtener la mixima produccidn posible, es posible que bajo la

‘condicidn de capital ilimitado su objetivo sea maximizar sus bene-

ficioe econfmicos, tal situacidn se dard, entonces, cuando su ingre
80 neto se vea maximizado.

Sea
IN=3IB-~-CP - CV

Ingreso Neto = Ingreso Bruto -~ Costos fijos - Costos Variables
donde:
iB = YPy

pyY = precio del producto

CV = EX.Px. ‘

Px, = precio del i-&simo factor
por tanto

IN = YPy =~ CF -Z“X]Px’
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Puesto que nuest.ro objetrve es max:‘.nizar la funcion de :Lngreso neto, igua

lamos a cexo lae prhneras denvadas d.e la funcxon con relacian a los fac-

tores productivos XT .

dIN= 3%y -0- 3TX.Px, = 0
ey =9 X.Px,
“av/ax7 = Px /Py i=1,2,....,n

‘donde n es igual al nimero de factores product:wos. Lo anterior significa
que el ingreso neto se maximiza cuando la derivada de la respuesta ¢ con
respecto a cada uno de los insumos X " (producto marginal), se iguala a la
relacién inversa de precios Px /Py T o ' "

E lo

Experimentos de campo realizados por la D;u:eccxon Agricola Regional del Li-
toral Atlantico, con miz, en la localidad Briaas de San Pedro en el Bajo
Agufn en el semestre 1980-8, anal:.zados adecuadmente, permitieron estimar
la funcidn de é:od‘uccién siguiente :

@ = 3.8945 %" o.ozas45ic < 0. 000069121#

Considerando los siguientes precios suauestos s

Costo de 1 kg @e N =.1ps 1.28 Fotn TR
Valor de 1 tonelada de maiz = Lps 308.00

De acuerdo al método :
0ptino econémico : dY/AN.= Pn/Py

dy/dN = 0.028645-0.000181224N
Pn/Py = 1.28/308.0 = 0.0041558
0.028645 -0.000181224 N= 0.0041558
- 0.00018224 N= 0,024489

N = -0.024489/-0.00018224

N = 134.4 Kg. N
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Utilizando esta Adosis de f.ert.t]iizacién la produccién fisica esperada se ob-
tiene gustituyende el wvalor Sptimo en la funcidn de produccibdn:

Y = 3,8945 + 0.02645 (1344) - 0.000090612 ('1'34.'4)2
Y = 6. 1 Ton de mafz por hectérea.

El procedimiento es simple cuando solo se involucra un factor productivo,
sin embarge, en la mayorfa de las situacidnes, el experimentador obtiene
funciones de produccidn que involucran de dos a tres factores productivos,
en tales casos, durante el éroceso de calculo del dptimo econdmico, se ob-
tiene un sistema de ecuaciones simultdneas con 2 & 3 incognitas; con la fi_
nalidad de simplificar el cdlculo se recurre al algebra de matrices. Ejem-
plificaremes el uso del algebra de matrices aplicéndolo a los resultados de
un experimento con frijol realizado por el PROMIF en 1978 en Danli.

Las ecuaciones de regresidn o funcifn de produccién estimada fué :

9 = 325.01 + 38.978 N + 45.887 P-0.89625N2 + 0.266NP

RZ = 95.5%

Todos los coeficientes fueron altamente significativos
Costo de 1 Kg de N= Lps 1.28 = Pn

Costo de 1 Kg de P= Lps 1.05 = Pp

Precio de 1 Kg de frijol = 1ps 0.40 Py

Para encontrar el nivel de uso Sptimo para los factores nitrdgeno y fdsforo,
se procede como sigue :

¥ _=pn

N Py

oY =_FPp

oP Py
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Y = 38.978 - 1.7925 N + 0.2666 P = Pn/Py = 3.2
3N ‘ o |
3Y = 45.887 - 1.20812P + 0.2666 N = Pp/Py = 2.625
=33

38.978 - 1.7925N + 0.2666P = 3.2

45.887 + 0.2666 N-1.20812P = 2,625

- 1.7925 N + 0.266 P =-35.778
4+ 0.2666 N + 1.20812 P =-43.262

El sistema de ecuaciones puede ordenarse en forma matricial :

-1.7925 0.2666 N -35.778

“0.7666 - 1.20812] - p | |-43.262.]
il ‘('r‘ s .

A - X . b
AX = b, este sistema puede resolverse mediante la regla de Cramer o in-
virtiendo la matriz A.

Procedermos de acuerds a la regla de Cramer, por lo tanto : -

-1.7925 (-1.20812) - 0.2666 (0.2666)

H ’.
"

Inl_ =  2.1655551 - 0.0710755 = 2.0944796
- 35.778 0.2666 :
M. = }f43.262 - 1.20812 = _54.757766 = 26.14
o |af B 2.0944796
p = b 17925 - 350778 ‘
0.2666 - 43.262 | . = _ 87.085549 = 41.58

| ql 2.0944796



De acuerdo a los cdlculos los niveles Optimos son:26. Kg de nitrSgeno por

hectarea y 41 Kg. de f8sforo por hectarea.

5.3

Estimacién de Sptimos econémicos bajo condicién de capital limita-
do.

En la realidad la condicibn de capital ilimitado se presenta en -
muy pocos casos, en nuestro pais la generalidad de los productores

agricolas tienen una condicidn de recursos econémicos limitados, es

to es cierto afin para aquellos agricultpres indiependientes y asocia

dos que son sujetos que participan de los beneficios del sistema de
crédito.

Por lo anterior se considera necesario que el investigador maneje al

gunas técnicas que le permitan estimar las condiciones Sptimas de -

trabajo dbajo la situacién de capital limitado.

Consideramos que existe una condicién de capital limitado, cuando el
capital disponible para cubrir en forma Sptima los costos variables
sea inferior al que se requerirfa si se trabajase bajo la con_dj,ci6n
de capital ilimitado. Esto significa que el primer paso serid estimar
el Sptimo econdmico para la supuesta condicidn de capital ilimitado,
a1 los valores Sptimos encontrados suman un valor mayor que el capi-
tal disponible por el pro&uc{:or, pasarfamos a estimar nuevamente op

timos econdmicos restringiendo los mismos al capital disponible.

Con el criterio de capital limitado, los &Sptimos econdmicos de los
ins\m‘;:s' variables se obtienen en elb punto en donde se iguala el va-
lor del producto marginal de cada insumo por Lempira invertido en

cada uno de ellos, bajo la restriccidn de que la inversidén en insu-

".

mos gea igual a un capital determinado.
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Asf la estimacidn de las cantidades Sptimas de los insumos, es simi-
lar a la gue se hace para_capi-tal ilimitado, pero incluyendo la res-
tricciSn de capital limitado y utilizando multiplicadores de Lagran-

ge, de esta manera, la funcidén de ingreso neto seria :

IN = YPy - CF - £X.Px. + A (IPx X.-C)

donde: ’ A= mltiplica&ot de Lagrange
C = capital limitado

Si en la anterior 'ezpres:tén, se expresa Y como su funcién de produc-
cién 9, se deriva con respecto a cada X. y A, se iguala cada deriva-
da a cero y se r,esuglve el sistema de ecuaciones generado, se obtie-
nen las cantidades Sptimas de cada insumo para una condicién de ca -
pitgl limitado dado. ‘

Se ejemplificard el uso de la ténica, aplicandola a la funcién de
produccidn obtenida para el frijol por el PROMYF. '

Sea
¢ = 325.01 + 38.978N + 45.887P - 0.89625N> + 0.2666NP
y Pn = 1.28

Pp =.1.05

Py = 0.40

C = 55.00 Lempiras

Al optimizar esta funcidn de produccién para condiciones de capital
tlimitado se determino que para tal condicidén se requeria invertir
Lpe. 77.11 ,considerando que solo se dispone de Lps. 55.00, se pro -
cederf a optimizar la funcién de produccidn para esta condicién de



: capital limitado.

Por tanto
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OIN/ON = Py (3 Y/3N) - Pn +APn = 0
oIN/ QP = Py (aY/aP) - Pp+APP =0

3IN/ JA =PnN+ PpP - C

~ sustituyendo adecﬁadmente,

f,or tanto

15.5912 -

18.3548 +

Y,

-0.717N +
0.10664N

Este sistema de

R

Por lo tanto, de acuerdo al algebra dé matrices. Si

= 0

1.28 N + 1.05P -.55 =0

1.28N + 1.05P - OX = 55

r—

-0.71
| 0.10664
1.28

L2

- 0.483248

A

0.10664

1.05

0.10664P + 1.282 = -14.3112
- 0.483248P + 1.05A = -17.3048

l.28
1.05
0

—

N
P
A

o

X

0.4(38.978 - 1,7925N + 0.2666P) - 1.28 + A 1.28 = 0
0.4(45.887 + 0.2666N ~.1.20812P) - 1.05 +11.05 = 0

0.717N + 0.10664P - 1.28 + 1.28&= 0"~ "~

0.10664N - 0.483248P - 1.05 + 1.05A= 0
1.28N + 1.05p - 55 =0

ecuaciones podemos representarlo en forma matricial:

-14.3112
= | -17.4048
55.0

LTS

b

Al # 0, el siste-
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. ma tiene solucidn tnica por :
x = A’lb

Procediendo correctamente se encuentra gque l AI = 1.868894343, y que

17.49674406
x = 31.05158819
-3.96669901

Por lo tanto las dSsis Sptimas de uso de ambos insumos bajo la condicidn

de capital limitado (L.55.00), es de 17.5 y 31 Kg de nitrbgeno y fdsforo

por hectirea respectivamente, el valor de multiplicador de Lagrange A,mi-
de la cantidad en que se ha disminuido la funcién objetivo (IN) al redu -
cir el cai:»ital disponible C desde su valor Sptimo ilimitado (L.77.11),has
ta su condicién de capital limitado de L.S55.00.

Lo anterior significa que disponiendo de séiamente L. 55.00, la mejor com-
binacidén de insumos posible de uso por el productor es de 17.5 Kg. de ni-
trbgeno y 31 Kg. de fésforo por hectérea, ‘dicha combinacifn maximizard su
ingreso neto para el capital disponible; cualquier otra combinacién de in-

sumos no podrfa arrojar igual o mayor ingreso neto.
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" OBSERVACIONES

El procedimiento resefiado provoca camentarios muy diversos,algunos a

favor y otros contrarios al uso del mismo.

Puede decirse que en la interpretacifn de los Sptimos econbémicos ob-

‘tenidos, debe tenerse en cuenta la etapa de la investigacidn en la

cual se les estd obtentendo.

=T

Los 8ptimos econSmicos obtenidos a partir de ensayos exploratorios

..no_deberfan, en la mayoria de los casos, ser utilizados para elabo-

- - rar recomendaciones para los productores, mas bien debe ut:.llzarseles

con la finalidad de mejorar los criterios de seleccidn del espacio

factorial en los experimentos que se planifiquen.en el futuro. En es-

- te sentido no debe extrafiar el que se obtengan Sptimos econdmicos

muy altos, pues esto ocurre, generalmente, como una consecuencia del

disefic de los tratamientos, un espaciamiento inadecuado y niveles no

convenientes pueden ser la causa de tales resultados.

En experimentos mds avanzados al recamendarse a los productores el
uso de determinados nivels de fertilizacidn, independientemente del
método de estimacidn econfmica utilizado, debe considerarse cuidado-

samente el nivel de tecnificacidén 4.1 productor, sistema productivo

y los recursos disponibles, es decir, no debe generalizarse un resul

tado aritmético ya que existen factores gque de no tomarse en conside

-racidn pueden ocasionar resultados negativos.

Siempre que se desee elaborar recomendaciones para los agricultores

en base a este método, debe considerarse un aspecto de importancia:
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Las funciones de“producg::lén utilizadas en el método, son ecuacion~
nes de regresidn, es decir corresponden a modelos probabilisticos,
en los cuales existe cierto elemento de incertidumbre (ain cuando
exista un grado de ajuste muy alto) la ecuacidn representa el va-
lor promedio, en este contexto debemos entender los valores Spti -
mos cual si fueran estimaciones puntuales, lo cual permite estable-
cer 1fmites de confianza a tales estiamaciones. Lo anterior signifi
ca que el valor Sptimo a traves de una estimacidn por intervalo (li-
mites de confianza) permitird obtener un rango de valores antre los
cuales el experimentador buscara, usando varios criterios relaciona_
dos, la recomendacidn mis adecuada al productor.
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6. ALGEBRA DE MATRICES

F. Omar Osorio

Definici8n : Una matriz es un arreglo rectangular de elementos distribuidos
en hileras y columnas. La dimensidn de una matriz viene dada
por el nimero de hileras y columnas que tiene.

E 10
Columna 1 Columna 2
Hilera 1 6000 23
Hilera 2 3000 47
Hilera 3 11000 35

Los elementos de esta matriz en particular son nimeros que representan el
ingreso (columna 1) y la edad (columna 2)de 3 personas (hileras). Asf el
elemento en la primera hilera y la primera columna (6000) representa el -
ingreso de la primera persona. La dimensidn de esta matriz es de 3X2, esto

es, 3 hileras por 2 columnas.

Otros ejemplds . de matrices son

1 (o] 4 7 12 16
5 10 3 15 9 8

Estas matrices tienen dimensiones 2 X 2 y 2 X 4 respectivamente, 'NStese

que siempre especificamos primero el nimero de hilera y luego el de las
columnas, al dar las dimensiones de una matriz.
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Tal como en el algebra comin, se puede utilizar simbolos para identificar

los elementos de una matriz :

j=1 J=2 j=3
i=1 inb] 22 : 33
i=2 a1 382 23

Observese que el primer subindice indica el nGmero de la hilera y el se-
gundo el nfimero de la columna. Asf, es posible usar la notacién aij para
el elemento de la i-&sima hilera y j-ésima columna.

Usualmente se utilizan letras en negrilla para representar las matrices,
deeignando los vectores por letras minGisculas, ejemplo :

1 %12 23

221 %22 %23}

Esta matriz puede representarse por :

A=aij; i=1.2 j=1,23

Lo cual ahorra tener que escribir todos los elementos, describiéndose sola-

mente el elemento general.

Comentarios :
1) No piense en una matriz como si fuera un nimero. Es un conjua
to de elementos colocados en un arreglo rectangular, cuando la
matriz es de dimensidn 1X1, se tiene una matriz de un solo nii-

mero.
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2) Lo siguiente no es una matriz :

— -
14
. Dado que los elementos no estin ordena-
8 15 dos en hileras y columnas
16

MATRIZ CUADRADA.

Se dice que una matriz es cuadrada si el nﬁmero de'4 hileras es :I.g&al

al nfimero de columnas.

Ejemplo : r_ _
4 7 1 . 212 %3
3 9 an 222 23
a3 232 233
VECTOR. "
Una matriz con una sola columna se denomina vector.
4 ¢
a= . C2
¢e=l c
10 3 |
C4

Asf,el vector a, es una matriz 3 X 4, y el vector ¢, es una matriz 4 X1,
Una matriz ‘que solo tiene uma hilera se denamina vector hilera:



=04~

. | .. iy . )
B = 15 25 50 4 = dl a

e

2

Usamos el sfmbolo (') prima por razones que luego veremos. NStese que el
vector B' es una mat¥iz 1-X 3y que el wector d' es una matriz 1 X 2.
Un subfndice es suficiente para -identificar los elementos de un vector.

TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ.

Transponer una matriz significa intercambiar sus hileras y céiumnas. La -
tranapuesta de una mtr:l.z es a menudo un paso requerido en operaciones ma-

triciales mis complejas. 'Si una matriz A es de orden m X n,” eéntonces la

A S ’-.;: -

transpuesta que se denota por A' sera de orden n X m.
Sea : '

[
- ,entonces A= | 0

™

NStese que la hilera 1 de A es la columna 1 de A', y la hilera 2 de A es

la columna 2 de A'.

TIPOS ESPECIALES DE MATRICES.

Ciertos tipos especiales de matrices ‘se“ presentan frecuentemente en las o-

peraciones matriciales. Consideremos las mis importantes :

MATRIZ SIHBTRICA.

Car I T NETER S L L PR Cogvre o

Una matriz simet:.rca es una matriz. cuadrada cuyQs elenentos que. estin aba-
jo de la diagonal principal son iguales a los correspondientes elementos



que estén arriba de la diagonal.
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.de los elementos tiene i = j.

Ejemplo: .

0
1
2

NStese que cuando una matriz es simét~ica A = A’

MATRIZ.DIAGONAL.

2
3
4

—

‘.

N O

La diagonal principal es aquella en don-

& W N

Una matriz diagonal A es una matriz cuadrada cuyos elementos diferentes a

la diagonal principal, son todos cero:

[OO._Pl
H

22
0

233

0
0

-

Dos tipos importantes de matrices diagonales son
a) Matriz Idéntica : Se denota por I, es una matriz cuadrada en la que to-

© O &

10

dos_ los elementos de la diagonal principal son unes (1) y el resto de

elmntoe son ceros (0). Esta matriz toma el lugar de el uno en la arit

mética ordinaria.

RPN LT .

—

0

1]

Para cualquier matrigz cuadrada_A-, Al = YA

—
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—— —— prt— —  pe—

1 o0 ) 231 %12 A3 1 %2 A3

M =]|o 0 831 22 223 =% %22 223
o o0 a 831 %32 %33 331 23 233

b — | ST, ——— . —

Asf, la matriz idéntica puede insertarse o quitarse de cualquier expresidn

matricial cuando quiera que sea conveniente.
b) Matriz Escalar : es una matriz cuadrada en la que los elementos de la

diagonal principal son cantidades escalares idénticas, y el rastro de

los elementos son ceros :

AL = 2

| o o >
> O O

MATRIZ NULA.

Es aguella en la que todos sus elementos son ceros, asi mismo los
vectores en los que todos sus elementos sor ceros se denominan vec-

tor cero,

DETERMINANTES.

Un concepto i importante de una matriz cuadrada es su determinante.
Se puede conceptualizar el determinante de una matriz cuadadra co-

mo un escalar asociado a la matriz de acuerdo a una regla definida:



Considerermos la matriz A

pnat————

‘11

an

A=
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(2 X 2)

%12

a2

—_—1

El determinante de A se denota por A

I A l = %3
a1
Numericamente [ -
1 2
A =
2 3
- —

22 = %11 %202- %12 %
222
1 2
, entonces I'Al= = 1(3)-2(2)=-1
: : 2 3

Este procedimiento solo se aplica a matrices 2 X 2. Si se trata de . .a ma-

triz miAs grande, se puede recurrir a la solucidén denominada "expansién por

cofactores”, su aplicacidn puede llegar a ser problemadtica en el casu de

matrices muy grandes. Una solucidn muy simple se puede obtener con una am-
pliacién del método utilizado en el caso de matrices 2 X 2.

Sea A una matriz 3 X 3, entonces

a
|| - o

21
a3

342 213

a2 3 | = %11 %22 233+%12 %23 %31+

‘a3 33 |1 %13 221 232-%13 222 231-
a

11 %23 232-%12 221 %33



Esquemiticamente, la solucidn anterior se puede representar por :

+ + +- -

% N ‘55\ ‘41 *n

Mo .\. X /% /
7 2 3

XN
NI A AN IR

En el esquema las dos columnas de la derecha se han repetido para facili-

litar las operaciones.

Ejemplo: - T
6 2 1
|a| - 3 0 1] =600) 3+ 2)8+1 (3) 2
8 2 .3 -1(0) 8 - 6(1)2- 2 (3) 3 =8
. p—

El determinante de una matriz serad cero si 1) todos los elementos de cual-
quier hilera. ¢ cualgquier columna son ceros,-'z)' cualesquera dos hileras o
dos columnas son idénticas, 3) si cualquiera hilera es un multiplo de otra
hilera o si una columna es un miltiplo de otra columna, y 4) una hilera o
una columna ‘puede ser expresada como una combinacién lineal de dos o mias
.~hileras o coiunnas respectivamente. . |

Se dice que una matriz es s1ngplar o degenerada si su determinante es ce-

L XQe



SUMA Y RESTA DE MATRICES.

Para sumar y restar matrices se requiere que tengan igual dimensidn. La su-
ma o diferencia de dos matrices es otra matriz cuyos elementos consisten de

la suma o diferencia de los correspondientes elementos de las dos matrices.

Supongamos que:

1 4 1 2
A= 2 s B= 2 3
3X 2 1% 2
3 6 3 4
S, — SO, ensemd
Entonces 1+ 4 + 2 2 6
A+B 2 + 2 5+ 3 = 4 8
3+3 6 + 4 6 10
De igual manera
— —_ — —_
1-1 4 - 2 (4] 2
A-B = 2 -2 5-3 = 0 2
3~-3 6 - 4 0 2
S, —— e o

Observese que A + B = B + A como en el algebra ordinaria.

MULTIPLICACION DE MATRICES.

Para multiplicar matrices, los elementos de una hilera de la primera

matriz se multiplican por loe correspondientes elementos de una colum-
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na de la segqunda matriz - Sea

2 0 6 3
A= B=
2X 2 5 1 2X 2 5 4
cn—— SN
- - [
ll - 2 0 6 3 2(6) + 0(5) 2(3) + 0(4)
LY 1} |5 4 5(6) + 1(5) 5(3) + 1(4)
12 6
AB =
2X 2 - 35 1o .
- -
Otro ejemplo : _
1 3 a4 [37]
A - N
2X3 s 8™ 3
° > 81 LA
, 1 3 a||s3 26
AB = 5 | =
2x1 0 5 8|2 4
jr——

En el proceso de obtencidn del producto.AB, decimos que postmultiplicamos
R por B, © que premultiplicamos B por A. La razdn de esta terminologia se
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Se debe a que las reglas de multiplicacidn del algebra ordinaria no se apli
can a la mltiplicacidn de matrices, por lc; tanto AB ¥ BA. En efecto, puede
ocurrir que el producto AB se logre Qefinir mas no el producto BA. En general
el producto AB gqueda definido solo cuandoe el nimero de columnas de A es igual
al nfimero de hiler&s de B. En los ejemplos previos :

A B AB A B AB
‘% X 2 Z/X 2 2X 2 2X3 3 X/l = 2X1
émensi&n ' v x:.mensién
del producto del producto

NGtese que el nfmero de hileras de A y el nimero de col'mnas de B definen la
dimensidn del producto AB; ademds observese que en el segundo ejemplo el pro
ducto BA no se podrfa definir por cuanto el nfimero de columnas de B no es i~

gual al ntmero de hileras de A.

INVERSA DE UNA MATRIZ.

En algebra ordinaria, el inverso de un nimero es su reciproco. Asf, el
inverso de 6 es 1/6. Un nimero multiplicado por su inverso siem, .e es

igual a 1
6 (1/6) = 1

En algebra matricial, la inversa de una matriz cuadrada A, es otra matriz
cuadrada que produce la matriz identida cuando es multiplicada por la ma-
triz A. La matriz inversa de A se denota L-l.
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Al =aal.ay
Se ‘necesita de la matriz inversa debido a que podemos sumar ﬁatrices, res-
tar matrices y multiplicar matrices, pero, no podemos dividir matrices di-

rectamente.

La funcidn de la matriz inversa en algebra matricial es similar a la fun -

cidn del reciproco en artimética.

oL

Solo las matrices cuadradas tienen inversa. Si una matriz cuadrada tiene
:1n§e£sa, entonces.éolé'tiene‘una inversa. Si A tiene una inversa A7;,;pqgﬁ
multiplicar o posthﬁltipliéar A éor su inversa producirid una matriz iden-’
tidad I. : -

La inversa de una matriz consiste de la transpuesta de la matriz de cofac
tores dividida por el determinante de la matriz original. En general la -

inversa puede verse como :

: L o .
-1
A = 1 [ijof i3

Como ejemplo numérico, evaluamos la matriz 3 X 3

[ ]
1 2 1
A= 1 A 1
2 3 -1

T ——
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En primer lugar ebtenemes los cofactores de la primer columna :

Cof = -2

1
Cofy = -5
Coft n = <3

El determinante de A = 9, luego obtenemos los cofactores de la segunda
columna:
Para obtener Co£12 eliminamos hilera 1 y columna 2

' 1+2
COf12 = (=1) 1 1 3

= -1 (-1-2) = -1 (-3) = 3
2 A

Para obtener el Cof__ eliminamos hilera 2 y columna 2

22
c°£22 = (-1) 2+2 1 1 w
= (1) (-1-2) =1 (-3) = -3
2 -1
Para obtener &l Cof3:2 eliminamos hilera 3 y columna 2
3+2 1 1

Cof = (-1)

32 = (-1)° @-1) =0
1 1
Para obtener cof13 eliminamos hilera 1 columna 3
143 1 -1
Cofys (-1) = («D? G+2) =5
2 3

Para obtener Cof23eliminms hilera 2 columna 3
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23 - (-1)3 (3-4) =-1 (-1) =1

Para obtener Cof33.e1tminanos hilera 3 columna 3

3+3
Cof = (=1)~ " 1 1
33 = 18 (-1-2) =1 -3) = -3

1 -1

Por lo-tanto la matriz de cofactores es :

— -
- 2 3 5
S -3 1
3 0 -3
| —

Y la inversa_dth,es

-2 3 3
Al - 1 s -3 -3 .
T:r | 3 ) )
-2/9 3/9 s5/9 -2/9 5/9 3/9
At s/9 -3/9 19| =| 39 -3/9 0
3/9 0 -3/9 5/9 1/9 -3/9

- — - —

Para probar si el calculo es correcto, se puéde pre o postmultiplicar la in-
versa por la matriz original, de ser correcta el resultado_seri la matriz i-
dentidad I.
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— . — — -]

a1 = -2/9 5/9 3/9 1 2 1

3/9 -3/9 ) 1 -1 1

5/9 1/9 -3/9 2 3 -1

| — L _
1 ) 0
A” A - 0 1 0
0 0 1

3 2 4
B= 4 1 6
6 3 1l

- ' —

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES

LA REGLA DE CRAMER

La regla de Cramer define un método para resolver n ecuaciones lineales
simultineas con n incdgnitas.

Consideramos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

a1 X 4 2 % = b

an X, o+ 22 2

Donde los aij son los coeficientes conocidos de las ecuaciones y la bi

con las constantes conocidas, este sistema puede representarse en forma
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matricital asf :

a4 252 RSt b
-1a a
21 22 X, b,
AX = b

Siempre que A ¥ O, ‘el sistema tiene solucidn finica
S lA1I X = l‘zl
| | |

Veamos un ejemplo numérico :

3X1 + ZXZ

511 +5x2‘ = 1

1
N

Que puede expresarse matricialmente :

1 Pl

5 2 11

- | i, 3
Xl fAll , donde Al = 2
la ! 5

Que se obtiene al intercambiar la primera columna de A por b
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Que se obtiene al intercambiar la primera columna de A por b.

[

x, = _s

]
(o]
-
>
]
(%}

5
X, = lazl , donde A, = 3 2
lAI 5 1
F
IAzl a -7
X, = _=7
5

Otras soluciones involucran el calculo de la matriz inversa, el sistema

puede resolverse asi : B : P

Ax = b
alaaly
x =aly

X = A’l b

Aplicando este procedimiento a nuestro ejemplo :

p— —

5 -2/5

5

=5/5 3/5

- _
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5/5 -275 T2 8/5

]

A X
-1=5/5 3/5 1 -7/5

Evidentemente este procedimiento se dificulta cuando se considera la inver-

sidn de una matriz de gran tamafio. : |

- - . l
Ejercicio: '

Resolver el sigquiente sistema de ecuaciones lineales :

.

2 3
31!1 + 4x2 + x3 = 5
-le - zx2 + 4x3 = 2

Resue¥e tanto mediante la regla de Cramer como mediante la inversidn de la
matriz.
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